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主な記号
変数
A : 固体微粒子の表面積 (surface area of the solid particle) [m2]
B : ビリアル係数 (virial coeﬃcient) [m3/kg]
Es : 単位体積当たりの全エネルギー (total energy per unit volume) [J/m3]
E,F : 対流項ベクトル (inviscid flux term)
H : 流路高さ (hight of flow field) [m]
I : 核生成率 (nucleation rate) [1/(m3 · s)]
IF : Frenkel核生成率 (nucleation rate of Frenkel) [1/(m3 · s)]
Ihet : 非均一凝縮による核生成率
(nucleation rate by heterogeneous condensation) [1/(m3 · s)]
I˜het : 固体微粒子表面の単位面積単位時間に生成される液滴の核の数
(nucleation rate per unit area and time) [1/(m2 · s)]
Ihom : 均一凝縮による核生成率
(nucleation rate by homogeneous condensation) [1/(m3 · s)]
J : ヤコビアン (Jacobian)
L : 潜熱 (latent heat) [J/kg]，
代表長さ (characteristic length) [m]
M : 分子量 (molecular weight) [kg/kmol]，
マッハ数 (Mach number) [-]
NA : アボガドロ数 (Avogadro constant) [1/mol]
Pr : プラントル数 (Plandtl number) [-]
Q : 生成項 (source term)
R : 曲率半径 (radius of wall curveture) [m]
Re : レイノルズ数 (Reynolds number) [-]
Rp : 固体微粒子の半径 (radius of the solid particle) [m]
R,S : 粘性項ベクトル (viscous term)
< : 気体定数 (gas constants) [J/(kg ·K)]
S : 過飽和度 (supersaturation) [-]
T : 温度 (temperature) [K]
U : 保存量ベクトル (conservation mass term)
U, V : 反変速度 (contravariant velocity)
X : 絶対湿度 (absolute humidity) 　 [%]
a : 音速 (speed of sound) [m/s]
cp : 定圧比熱 (specific heat at constant pressure) [J/(kg ·K)]
cv : 定容比熱 (specific heat at constant volume) [J/(kg ·K)]
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e : 単位体積当たり内部エネルギー (internal energy per unit volume) [J/m3]
es : 単位質量あたりの全エネルギー (total energy per unit mass) [J/kg]
f : 振動数 (frequency) [Hz]
g : 液相の質量比 (condensate mass fraction) [-]
h : 比エンタルピー (specific enthalpy) [J/kg]
h∗ : スロート高さ (throat hight) [m]
k : ボルツマン定数 (Boltzmann constant) [J/K]
m : 分子 1個当たりの質量 (mass per molecule) [kg]，
質量流量 (mass flow) [kg/s]
n : 空気の単位体積当たりのエトケン微粒子のの数
(number of the Aitken nuclei per unit volume) [m−3]
nhet : 湿り空気単位体積当たりの固体微粒子の数
(number of the solid particles per unit volume) [m−3]
nhom : 湿り空気単位質量当たりの液滴の数
(number of droplets per unit mass) [kg−3]
p : 圧力 (pressure) [Pa]
r : 液滴半径 (droplet radius) [m]
rc : 臨界液滴半径 (critical droplet radius) [m]
rp : エトケン微粒子の半径 (radius of Aitken nuclei) [m]
t : 時間 (time) [s]
u, v : Cartesian座標系速度分布 (Cartesian velocity components) [m/s]
x, y : Cartesian座標系 (Cartesian coordinates) [m]
Γ : 核生成係数 (accommodation coeﬃcient for nucleation)
γ : 比熱比 (ratio of specific heats) [-]
ζ : 表面張力係数 (coeﬃcient of surface tension)
θ : 接触角 (contact angle) [◦]
λ : 第 2粘性係数 (coeﬃcient of second-viscosity) [Pa · s]
µ : 粘性係数 (dynamic viscosity) [Pa · s]
ν : 動粘性係数 (kinematic viscosity) [(N · s)/kg]
ξ, η : 一般曲座標系 (general coordinates)
ξc : 凝縮係数 (coeﬃcient of condensation)
ρ : 密度 (density) [kg/m3]
σ : 表面張力 (surface tension) [N/m]
τ : せん断応力 (shear stress) [Pa]，
特性時間 (characteristic time) [s]
φ : 相対湿度 (specific humidity) [%]
ω : 渦度 (vorticity) [/s]
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添字
01 : よどみ点状態 (stagnation state)
03 : 非定常膨張波背後におけるよどみ点状態
(stagnation state at tail of centerd expansion wave)
0a : 局所におけるよどみ点状態 (stagnation state of local point)
1 : 低圧室初期状態 (initial state of driven section)
3 : 非定常膨張波通過後の状態 (state at tail of centerd expansion wave)
4 : 高圧室初期状態 (initial state of driver section)
a : 乾き空気 (air)
emb : 固体微粒子の表面上に発達する核 (embryo)
f : 凍結 (frozen)
het : 非均一 (heterogeneous)
hom : 均一 (homogeneous)
l : 液相 (liquid)
層流 (laminer)
m : 混合 (mixed)
nuc : 液滴の核 (nucleus)
s : 飽和 (saturation)
t : 乱流 (turblence)
uni : 一般 (universal)
total : 総量 (total)
v : 水蒸気 (vapour)
w : 壁面 (wall)
∞ : 無限平面 (plane surface)
− : 有次元 (dimensional)
* : 無次元 (non-dimensional)
以上，本論文で使用する主な記号を示した。その他の記号については本文中で説明する．
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第1章 序論
1.1 凝縮現象の研究の歴史と現状
湿り空気や蒸気等の凝縮性気体が，短時間の間に急激に加速膨張する場合，流れの中に微小な液滴
が形成される．この凝縮現象に関して，これまでに多くの実験的および理論的研究がなされている．
ここでは，これら従来の凝縮現象に関する研究を紹介する．
蒸気の凝縮に関する初めての記述は，1887年 Helmholtzに始まると言われている．この凝縮現象
が工学的立場から最初に報告されたのは 1920年代で Stodolaが行った蒸気タービン内の過飽和蒸気
の凝縮を伴う流れの実験である (1)．
1940年代前後には，超音速風洞，ノズルや蒸気タービンなどの工業的な応用が拡大するにしたがっ
て，その中で発生する凝縮現象の研究が本格的に展開され，数多くの実験的，理論的研究がなされた
(2)∼(4)．その頃，航空工学の分野の発展により凝縮に関する研究が一躍脚光を浴びた．すなわち，空
気力学における流れの高速化に伴い，超音速風洞が製作され，ラバルノズルにより高マッハ数の流れ
が実現されると，ノズルスロートの下流側に始動衝撃波とは別の衝撃波 (凝縮衝撃波)が観察された．
1942年に，Hermannはこの衝撃波の発生原因が湿り空気中に含まれる水蒸気の凝縮によることを明
らかにした (5)．流れの中で凝縮が起こる場合の理論的な取り扱いについてはHeybeyが加熱を伴う超
音速流れの熱力学的扱いを凝縮現象に適用したのが最初であると言われており (6)，凝縮を伴う流れ
場の内部構造の詳細についてはWegenerら (7)や Pouring(8)によるラバルノズル内の湿り空気の凝縮
に関する実験によって初めて明らかにされた．
ところで，凝縮核生成率に関する研究の代表的なものとしては，Volmer(9)やFrenkel(10)などによる
研究があり，核生成過程の理論的研究については，Abrahamらによる熱力学的方法で微小クラスター
の運動を取り扱った研究がある (11)(12)．彼らの行った一連の研究は，現在では古典凝縮理論と呼ばれ，
これら早期の凝縮研究のほとんどは，霧箱の中で発生する水蒸気の凝縮に対するものであったが，そ
の後，研究の対象となる凝縮成分も水蒸気から窒素 (N2)，二酸化炭素 (CO2)及びベンゼン (C6H6)，
クロロホルム (CHCL3)，フロン 11(CCl3F)，エタノール (C2H5OH)等の多原子気体に広がっていっ
た (13)(14)．
凝縮衝撃波は，定在する定常凝縮衝撃波と，1962年に Schmitによって発見された (15)時間的位置が
変化する非定常凝縮衝撃波に大別され，非定常凝縮衝撃波については超音速風洞やルトビーク管を用
いた多くの実験的研究がなされた (16)∼(17)．理論的研究では，Barschdorﬀらの周波数近似計算法 (18)
や，1975年の Saltanovと Tkalenkoによる一次元基礎方程式の差分法による初めての数値解析等が
あり (19)，1993年には，WhiteとYoungによって初めての二次元計算が行われて大きな飛躍となった
(20)．それらラバルノズル内の非定常凝縮衝撃波には，末広ノズル領域で発生した凝縮衝撃波が (1)上
流へ伝播しスロートを越え消える形態 (Mode 1)と，(2)スロート近傍で消滅し流れ場が周期的に振
動する形態 (Mode 2)に加え，(3)末広ノズル領域内の狭い領域で衝撃波が消滅せずに振動する形態
(Mode 3)もあり，振動には全部で三形態あることが報告された (21)．
近年では，凝縮現象を解明するための有力な手段としてさまざまな数値シミュレーション手法が開発
されている．中でも SchnerrやYoungらは，超音速ノズルの中で発生する凝縮現象を検討し (22)∼(25)，
凝縮衝撃波についても数多くの研究を行っている (26)∼(30)．
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1.2 本研究の背景と目的
近年，各種工業機器の発展に伴う配管系や蒸気タービンなどにおける相変化に伴う湿り損失などの
問題や，航空機の高性能化に関連した二相流に関する詳細な調査とその流動特性の解明が求められて
いる．
超音速ノズルなどで急激に加速膨張する際の均一凝縮や，衝撃波管内を伝播する非定常膨張波内で
の核生成と均一凝縮に関する実験的・理論的研究については，長年に渡って行われており，それらの
メカニズムはほぼ解明されている (6)(16)(26)(27)．均一凝縮とは，蒸気分子自身の衝突，合体によって凝
縮核を形成する凝縮過程をさす (7)(31)．
一方，気体中に存在するほとんどの微粒子は，凝縮が起こる際の核として働く．このような微粒子
は，様々な工場から排出される煙や蒸気，地表からの塵，海面からの塩分，あるいは化学工場などで
発生する微粒子などが挙げられる．そして，これらの微粒子を核として生ずる凝縮現象は前述の均一
凝縮に対して，非均一凝縮と呼ばれる (32)．この非均一凝縮では，過冷却度や微粒子の数によって，均
一凝縮の場合よりも低い過飽和度において過飽和蒸気の相変化が発生する．非均一凝縮の研究に関し
ては，湿り空気中の固体微粒子 (エアロゾル)の大きさや初期数密度が核生成率や流れの圧力場に大
きな影響を及ぼすことが考えられるが，これらに関する詳細な情報や各種機器への適用例については
ほとんど示されていない．
非均一核生成の解析は，均一核生成のそれよりもはるかに複雑である．なぜならば，自然界におけ
る非均一核生成における核生成率は，微粒子表面の形状や，物理的，あるいは化学的特性に依存する
からである．また，核生成率は微粒子表面や蒸気の状態にも大きく依存している．その一方で，非均
一核生成と均一核生成の間には非常に似通った特性もある．このような理由から，非均一核生成に関
する解析は，様々な仮定を用いる巨視的観点，あるいは微粒子表面上における物理的，電気的，およ
び化学的影響などを考慮した微視的観点の双方から行われている (33)(34)(35)．しかしながら，微粒子表
面の物理的，化学的特性のデータは莫大な量になるため，後者の微視的な解析は容易ではない．
数値計算による凝縮を伴う流れ場の研究は，一部の研究者たちによってこれまでに報告されている
(26)∼(30)．これらの研究はいずれも風洞実験を再現したものである．しかしながら，これらの水蒸気
の凝縮を伴う研究は，風洞実験において支配的であるとされる，蒸気分子自身の衝突，合体により凝
縮核を形成する均一核生成による非平衡凝縮を対象としている．一方，実際の大気中には塵やエアロ
ゾルなどの微粒子が多数存在するため，水蒸気はこれらを核として凝縮する．よって，その現象は湿
度，温度，あるいは大気中に存在する微粒子の数密度などの環境により異なると考えられる．
これまでの非均一凝縮に関する研究では，Fletcher(36)は湿り空気中の固体微粒子の大きさが核生
成率に及ぼす影響を数値的に調べた．Buckleら (37)はヨウ化銀の有機煙を用いて，よどみ点における
微粒子の初期数密度が流れの圧力場に及ぼす影響を実験的に調べた．Pouring(38)は，これらの現象を
解析的に明らかにすることを試みている．Winklerら (39)は，過熱蒸気を用いた超音速ノズル内と翼
列流路内の流れ場に及ぼす非均一凝縮の影響を数値的に調べている．Yamamoto(40)は，二次元翼周
りの遷音速粘性流れを，均一および非均一核生成を仮定して数値計算を行い，水蒸気の凝縮が流れ場
に及ぼす影響を調べた．また，Abeら (41)は，静止流体における非均一凝縮の数値計算を行い，凝縮
による熱伝達，液滴からの拡散，および微粒子の溶解性が液滴からの蒸気の質量流量に及ぼす影響を
明らかにした．
これらの研究では，圧力，温度，および液滴半径等に関する空間的および時間的な分布についての
議論は詳しくなされているが，核生成率や液相の質量比の分布や変化についての情報には乏しく，こ
れらに関する詳細な情報はほとんど明らかにされていない．しかし，凝縮の生ずる流れ場において，
空気中に存在する微粒子の制御を行うことにより，凝縮が流れ場に与える影響をを制御することが可
能であると考えられ，流れ場における非均一凝縮現象の特性を詳細に調べることは工学的に非常に重
要であると考えられる．
本研究では，以下に述べる三種類の流れ場に及ぼす非平衡および非均一凝縮の影響について調べた．
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1.2.1 衝撃波管内を伝播する非定常膨張波内で生ずる凝縮現象
パイプ内を伝播する非定常膨張波に関する研究は，列車の制動装置，バルブの急速開口，および高
圧管の破裂問題において重要である．水蒸気や湿り空気などの凝縮性気体が，超音速ノズルなどで急
激に加速膨張する際の凝縮現象については，従来多くの解析と実験が行われており，非定膨張波内で
発生する凝縮現象については，衝撃波管を利用した研究が行われている．
この衝撃波管を用いた非平衡凝縮現象の研究において，放出潜熱量が大きい凝縮性気体の場合に
は，非定常膨張波内で生ずる凝縮による圧力増加開始の時刻が，凝縮開始点 (発生した液滴による散
乱光の検出時刻)と異なることが報告されている (30),(42)∼(45)．この現象は，衝撃波管の初期圧力比が
比較的低い場合には管内の流れ場は亜音速であり，超音速ノズル内の流れ場で生ずる凝縮現象とは異
なることによるもので，衝撃波管を用いた均一凝縮現象の数値的研究において，圧力の過渡的変化と
凝縮開始点の関係が明らかにされている (46)．しかし，非均一凝縮が生ずる際の衝撃波管内流れ場に
関する情報は，圧力の空間的分布や時間的変化に関しては明らかにされているが (32)，凝縮核や液滴
量の分布についてはほとんど論じられていないのが現状である．また，これらの研究では，作動気体
には空気を用いる場合が多い．しかしながら，実機における気体にはエアロゾルを含む湿り空気を用
いる場合が多いこと，また非定常膨張波内の流れは亜音速であり通常の超音速流れで生ずる凝縮現象
とは異なる可能性があることなどを考慮すると，基礎研究においてしばしば使用される衝撃波管内で
生ずる凝縮を伴う流れ場を明らかにすることは，工学的に非常に重要と考えられ，基礎的研究として
も重要な意味を持つと考えられる．
本研究では，固体微粒子を含む湿り空気が衝撃波管内を伝播する非定常膨張波で加速膨張される際
に生ずる非均一凝縮現象を考慮した衝撃波管内流れの数値計算を行い，管内で生ずる凝縮核や液相の
質量比の空間的分布や時間的変化を調べることで流れ場の様相を明らかにするとともに，非定常膨張
波背後の圧力と衝撃波マッハ数に及ぼす高圧室の固体微粒子の初期数密度の影響を調べることを目的
とする．
1.2.2 ルトビーク管内で生ずる凝縮現象
ルトビーク管 (47)(48)は，短時間ではあるが測定部において高マッハ数，高レイノルズ数での試験を
可能とする装置であり，近年，高速飛行体の空力特性解析のために使用される実験装置の一つとして
着目されている (49)(50)．
ところで，水蒸気や湿り空気などの比較的潜熱量が大きい凝縮性気体がノズルで急激に加速膨張す
る際には，ノズル内に非平衡凝縮が起こる (6)(23)(28)．この非平衡凝縮では，膨張過程を通して蒸気分
子の衝突合体により凝縮核が生成され，その核のまわりに蒸気分子が付着することで凝縮が進行す
る．これは，エントロピーの増加を伴う不可逆過程であり，流れの全圧損失が生ずることがわかって
いる (51)．また，凝縮に伴って発生する潜熱の放出量が大きい場合には，ノズル内に周期的な流れ場
の振動が発生する (21)(28)(52)．一方，初期状態において，ちりなどの固体微粒子や他成分の液滴が極め
て多数含まれる場合，膨張過程を通しこれらを核として凝縮が起こる (32)ため，熱力学的平衡状態が
保たれる (蒸気圧曲線に沿う変化)ような凝縮現象となる．
下流膜方式ルトビーク管の湿り空気の流れに関しては，高圧室内の湿り空気が非定常膨張波で加速
された後，さらにノズルで加速されるので，比較的高い相対湿度を持つ場合に，ノズル内で凝縮に起
因する衝撃波の周期的な振動が起こることが知られている (52)．また，通常のノズルにおいては，ノ
ズルに流入する流れのよどみ点状態における相対湿度が 100 %を超える流れを実現することはできな
いが，ルトビーク管では比較的容易に実現することが可能である (28)．
近年の研究では，ルトビーク管内で生ずる非平衡凝縮現象に関して，特にノズル入口より上流側に
伝ぱする非定常膨張波内で非平衡凝縮が発生しない場合について，ノズル内で発生する非平衡凝縮が
その超音速流れ場に及ぼす影響が実験的に明らかにされた (28)．しかしながら，ノズル入口より上流
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側に伝ぱする非定常膨脹波内で凝縮が起こる場合には，ノズルに流入する流れの状態は単に非定常膨
脹波前後の等エントロピーの関係式からは決まらず，このような流れ場に関する研究は全く行われて
いない．
本研究では，先細末広円弧ノズルを有する下流膜方式ルトビーク管内の流れ場を対象として，均一
と非均一凝縮を適用して数値計算を行い，管内で生ずる凝縮核や液相の質量比の変化を明らかにする
とともに，全圧損失に及ぼす固体微粒子，相対湿度やノズルスロート高さの影響を調べることを目的
とする．
1.2.3 遷音速バンプ流れで生ずる凝縮現象
一様流中に置かれた翼面上で局所的に超音速となっている遷音速流れ場では，衝撃波による逆圧力
勾配の発生により，境界層と複雑な干渉を起こす．さらに，この現象によって境界層のはく離が促進
され翼の抵抗が増大する．この抵抗を低減する手法がいくつか提案されているが，その中の一つに衝
撃波の上流において生ずる非平衡凝縮を利用する方法がある．流れ場において非平衡凝縮が発生する
と，エントロピーの増加による全圧損失が発生する (51)．しかし，これまでの研究では，非平衡凝縮
による放出潜熱の効果により，衝撃波の強さが低減することがわかっている．Schnerrら (24)は，翼
面上の非平衡凝縮を伴う遷音速流れ場において，衝撃波上流で生ずる凝縮による放出潜熱が，翼の抗
力係数に影響を及ぼすことを示した．また，衝撃波が周期的に振動している場合には，振動の抑制，
あるいは，振動周波数の抑制に効果があることがわかっている (53)(54)．これらの現象は，衝撃波の上
流側で生ずる非平衡凝縮による放出潜熱により，衝撃波への流入マッハ数が低減する効果と，境界層
のはく離を抑制する効果による．
上述の研究は均一凝縮を仮定しているものがほとんどであるが，実際の大気中ではちりなどの微粒
子が多数含まれる場合が多い．実験レベルの流れ場と実際の流れ場では，凝縮の発生の様子や流れ場
へ及ぼす凝縮の影響が異なると考えられる (40)．しかしながら，空気中に含まれる微粒子などを核と
して発生する非均一凝縮についてはほとんど言及されていない．
本研究では，バンプモデル上で発生する定常と非定常の衝撃波を伴う遷音速流れ場を対象として数
値計算を行い，凝縮核や液相の質量比の分布を調べることで流れ場で生ずる非均一凝縮がバンプモデ
ル上の衝撃波に及ぼす影響を明らかにするとともに，流れの全圧損失に及ぼすよどみ点の固体微粒子
の初期数密度の影響を調べることを目的とする．
1.3 本論文の構成
本論文は，第 1章から第 9章までの各章で構成されている．
第 1章では，序論として本論文の目的等を述べる．
第 2章では，凝縮現象について説明する．
第 3章と第 4章では，数値計算法について説明する．
第 5章では，本研究の計算結果の妥当性について示す．
第 6章では，衝撃波管内を伝播する非定常膨張波内で生ずる凝縮現象に関する研究の結果と考察を
示す．
第 7章では，ルトビーク管内で生ずる凝縮現象に関する研究の結果と考察を示す．
第 8章では，遷音速バンプ流れで生ずる凝縮現象に関する研究の結果と考察を示す．
第 9章では，結論として，第 6章から第 8章の結果をまとめた形で述べる．
図は，各章ごとに章末に掲載した．
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第2章 凝縮現象と理論
2.1 概要
本章では，凝縮性気体が，超音速ノズルで急速に加速膨張する際に生ずる凝縮現象の概略と，古典
凝縮理論に基づく均一核生成理論および凝縮粒子の成長論について述べる．また，今回の研究で用い
た水蒸気と空気の物性値とその混合気体の物性値の導出方法について示す．本論文で用いた物性値等
については，各ケースによって異なる値を採用したため，それぞれについて分けた形で示した.
2.2 超音速ノズル内の凝縮現象
本節では，超音速ノズル内で生じる凝縮現象 (55)について概説する．
図 2.1(a)に凝縮過程をあらわす p− v線図を，同じく図 2.1(b)に T − s線図を示す．(a)の横軸は
比体積 vを縦軸は圧力 pを表わし，(b)の横軸は比エントロピー sを縦軸は温度 T を表わしている．
さらに，図 2.2に超音速ノズル内の凝縮過程を表わす概略図を示す．下図の横軸はノズル軸上におけ
る位置，縦軸は圧力 pを表わしている．なお，この図 2.1，図 2.2の二つの図中における表記は共通
である．
過熱蒸気がノズルなどで膨張冷却される場合を考える．図 2.1と図 2.2の初期状態 aにおいて圧力
p01，温度 T01の過熱蒸気は，断熱膨張され飽和圧力 ps，飽和温度 Tsまで，曲線 abcd(等エントロピー
膨張線)に沿って膨張する．もし膨張に伴う冷却速度が極めて緩やかならば，気体は，点 bにおいて
凝縮を始め，平衡凝縮過程を表わす曲線 be(飽和状態で凝縮が進行する状態で，熱力学的平衡が保た
れる等エントロピー膨張線)に沿って膨張する．平衡凝縮過程は，初期状態である点 aにおいて，流
れの中にイオン，チリなどの固体微粒子，あるいは他成分の液滴などの不純物が非常に多く存在し，
これを核として凝縮が進行していく場合では，冷却速度が速くても起こる場合がある．このような凝
縮は非均一凝縮 (heterogeneous condensation)と呼ばれている．液滴や二酸化炭素を含んだ窒素ガス
や空気の極超音速風洞での凝縮過程は，上述したような凝縮とよく一致していることが示されている．
しかしながら，超音速ノズルを用いた膨張流れのように冷却速度が極めて速く，流れの局所熱力学
状態に対応した凝縮現象を起こすのに要する時間が流れの特性時間に比べて長い場合は，点 b間で膨
張した気体がそのまましばらくは，凝縮を生じることなく，曲線 bd(凝縮が起こらない場合の等エン
トロピー膨張線)に沿って進行する．すなわち，相変化を起こすことなく，液相あるいは固相領域に
入ることになる．この状態が過飽和状態 (superstaturated state)(過冷却状態ともいう)である．過飽
和状態にある気体は，極めて不安定な状態にあるので，流れ場に，チリのような微粒子が存在する場
合には，それを核として凝縮し (非均一凝縮)，より安定な状態へ遷移する．
一方，流れ場にそのような微粒子が存在しない場合では，僅かな擾乱により凝縮が発生する．この
場合，膨張過程で過飽和度がある点 (点 c)に達した時，気体分子自身の衝突合体によって生じるクラ
スター (液相分子集合体)を凝縮核 (condensation uncleus)として，その周りに蒸気分子が凝縮する
ことによって凝縮が進行する．このような凝縮を均一凝縮 (homogeneous condensation)あるいは自
己凝縮 (spontaneous condensation)という．この凝縮はエントロピーの増加を伴う熱力学的平衡が保
たれない非平衡凝縮である．したがって，均一凝縮の始まりとともに，流れは，等エントロピー膨張
(abcd)より離れ始め，曲線 cgに沿って変化する．このことは，凝縮潜熱の放出によって，超音速ノ
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ズル内の圧力・温度が等エントロピー膨張線から上昇することを意味する．その後，非平衡凝縮が終
了すると，凝縮核の成長により凝縮は進行するが，エントロピーは一定に保たれ先に説明した等エン
トロピー膨張線とは，別の等エントロピー膨張線 (初期状態よりも大きなエントロピーを持つ平衡凝
縮過程を表わす等エントロピー膨張線)に沿って，再び膨張し始める．上述の均一凝縮は，一般的に
Willsonの霧箱や超音速風洞，液体金属ＭＨＤ発電機および蒸気タービン内の流れなど，人工的に実
現される湿り空気や水蒸気などの凝縮現象において観察される．
また，自然界で起こる多くの凝縮現象，例えば窓ガラスに付着する水滴や雲の発生などは，上述の
膨張冷却によるものではなく，緩やかに等圧冷却され飽和状態に達した際 (飽和蒸気線上に達した際)
に凝縮する場合に相当する．
2.3 状態量の定義式
本研究では，凝縮性気体として湿り空気 (乾き空気と水蒸気の混合気体)を用いている．湿り空気
が膨張冷却される際に，凝縮が起こるのは含まれている水蒸気である．そこで本節では，水蒸気に対
する用語をはじめこの作動気体の凝縮現象を論じる場合に良く用いる用語，及び状態量の定義式 (55)
について，図 2.3に示す水蒸気の p− T 線図を参考にして以下に説明する．
図 2.3の横軸は温度 T，縦軸は圧力 pを示しており，点 1，3を通る曲線C2は，蒸気圧曲線，点 01，
1，2を通る曲線 C1は等エントロピー膨張線を示している．なお，曲線 C2の右側の領域は蒸気 (気
相，水蒸気)，左側の領域は液体 (液相，水)の状態を示す．
初期状態である点 01においての湿り空気の状態を示すパラメーターとして，相対湿度 (relative
humidity)φ01が用いられる．これは，水蒸気の分圧 pv01と，そのときの温度 T01における水蒸気の
飽和蒸気圧 ps01(T01)の比を示しており，次式で示される．
φ01 =
pv01
ps01(T01)
× 100(%) (2.1)
したがって，湿り空気の圧力 p01は，乾き空気の分圧を pa01とすれば，
p01 = pa01 + pv01 = pa01 + φ01ps01 (2.2)
また，湿り空気の任意の体積中に含まれる蒸気の量を表すパラメーターとして，絶対湿度 (absolute
humidity)X と比湿 (specific humidity)ωがある．そこで，絶対湿度X は水蒸気の質量流量mv と乾
き空気の質量流量maの比であり，比湿 ωは，水蒸気の質量流量mvと，乾き空気と水蒸気の質量流
量の和，との比で次式で示される．
X =
mv
ma
(2.3)
ω =
mv
mv +ma
(2.4)
通常，湿り空気の場合には，初期状態の比湿 ω01は，1より小さい．
膨張冷却が，初期状態の点 01から曲線 C1に沿って進行すると，流れは飽和蒸気圧曲線を越え過
飽和の状態になる．この状態を，すなわち過飽和の程度を表す物理量として，過飽和度 S(degree of
supersaturation， supersaturation)と過冷却度∆Tc(supercooling， degree of supercooling)がある.
そこで，曲線C1上の過飽和状態である点 2での過飽和度 S2は，その点の蒸気圧 pv2とそのときの温
度 T2における飽和蒸気圧 ps2との比となり，次式で示される．
S2 =
pv2
ps2(T2)
(2.5)
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一般に過飽和度は，過飽和状態 (図 2.3の b ∼ c)では 1より大きく，飽和蒸気線，及び飽和状態の等
エントロピ曲線 (図 2.3の g ∼ h)上では 1に等しい．本論文では，湿り空気の場合の初期状態を表す
量として，初期過飽和度 S01 = pv01/ps01(= φ01/100)を用いている．これは，過飽和度という用語が，
湿り空気の場合，一般的に用いられているということを考慮して使用した．また，点 2での過冷却度
は，蒸気圧 pv2に対する飽和温度 Ts3とその点での温度 T2との差となり次式で示される．
∆Tc = Ts3 − T2 (2.6)
湿り空気の状態量を表す量として，相対湿度を示したが，作動気体が水蒸気のみの場合の初期状態
を表す量として過熱度∆T (degree of superheat)があり，次式で示される．
∆T = T01 − Ts01 (2.7)
一方，点 3で凝縮が起こると，液相が形成されその質量流量が増加していくが，そのときの液相の割
合を表すものとして，液相の質量比 (凝縮量，Condensate mass fraction)gがある．ここで，液相の
質量流量をml，全質量流量をmとすると，凝縮量 gは次式のようになる．ここで全質量流量mと
は，密度 ρの流体が，速度 uである断面積 Aを通過する単位時間当たりの質量 (ρuA)で，作動気体
が凝縮を伴なう湿り空気より，乾き空気ma = ρauaAと水蒸気mv = ρvuvAと液滴ml = ρlulAの混
合流体の全質量流量 (m = ma +mv +ml)である．
g =
ml
m
(2.8)
また，この凝縮量は初期状態に液相が全くない場合 (ml01 = 0)では，凝縮がどんなに進行しても初
期比湿 ω01を越える事はありえない．
g ≤ ω01 =
mv01
m01
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2.4 凝縮衝撃波
2.4.1 凝縮衝撃波の発生
前節で述べた様に超音速ノズル内で凝縮が発生した際の，静圧分布を簡単に示すと図 2.2のように
なる．図 2.2の縦軸は静圧 pを示し，横軸はノズルの距離 xを示す．超音速ノズルで凝縮性気体が急
激に膨張冷却され静圧は，等エントロピー線に沿って変化する．通常，スロートを越え少し下流の末
広ノズル部の c点で凝縮が開始される．この点を凝縮開始点 (Onset of condensation)という．一般
に，蒸気の過飽和の限界点は，ウィルソン点 (Wilson point)とよばれる．凝縮が始まると潜熱 (latent
heat)の放出により気体は過熱され等エントロピー線から逸れ静圧が上昇する．点 gで極大となり，こ
の点で非平衡凝縮が終了する．この c ∼ gの区間を凝縮領域1(conensation zone)と呼ぶ．その下流で
は，凝縮核の生成は行われないが，上流で生成された凝縮核や液滴に蒸気分子が凝縮し，飽和状態で
平衡凝縮しつつ膨張を続ける．
ここで，凝縮によって生じた液相の質量は気相の質量に比べて十分に小さく，液相と気相の速度差
や温度差がないと仮定し，凝縮の効果として放出される潜熱のみを考えると，凝縮は燃焼による過熱
流れとまったく同様に取り扱う事が出きる．更に，凝縮領域の流れ方向の長さは比較的に短いので，
この間の断面積変化を無視し凝縮領域を一種の不連続面 (凝縮面)と考えると凝縮による状態変化は
断面積一定の加熱流れ，つまり，加熱のレイリー流れ (Reyleigh flow)が適応できる．この加熱のレ
イリー流れによる物理量の変化は以下の表 2.1で示される．
Table 2.1 Reyleigh flow
Heating
Parameter Subsonic Ma < 1 Supersonic Ma > 1
Velocity u increase decrease
Mach number Ma increase decrease
Static pressure p decrease increase
Density ρ decrease increase
Static temperature T



M <
1
√
γ
　increase
M >
1
√
γ
　decrease
increase
Total pressure p01 decrease decrease
Total temperature T01 increase increase
この表から分かるように，超音速流れでの加熱現象は，圧力増加や速度低下を起こす．この圧力増加
や速度低下の大きさは加熱量に関係する．図 2.4は凝縮による潜熱放出を伴う一次元超音速ノズル内
流れの模式的なマッハ数分布を示す．縦軸はマッハ数Maを示し，横軸はノズルの距離 xを示す．図
中のQとQcrは，それぞれ凝縮による潜熱放出量と流れのサーマルチョ－キング2(thermal choking，
熱閉そく)に必要な熱量を示す．なお，Qcrは一定でなく，マッハ数が小さいほどQcrは小さくなる．
まず，凝縮が全く起こらない等エントロピー膨張の場合，曲線 afに沿って変化する．ノズル入口の
過飽和度を徐々に大きくする (相対湿度を徐々に大きくする)と，凝縮がノズルスロート a点を越え
1凝縮領域 · · ·一般に (理論計算では)過飽和度の最大となる点を凝縮開始点とし，核生成率が 0となる点を非平衡凝縮
の終了点とする．しかしながら，この凝縮領域と静圧変化からの凝縮領域がほぼ一致する事から本文のようにも定義が行
われる．(56)
2サーマルチョ－キング · · · 亜音速流れでも超音速流れでも，加熱されるとマッハ数は 1 に近づき，加熱量が多いと
Ma = 1の臨界状態になることを言う．加熱によるチョ－キング (choking due to heating)．
15
た下流で発生する．凝縮領域内で流路面積の拡大によるマッハ数の増加より潜熱放出によるマッハ数
の減少の効果が大きくなると，図 2.4の曲線 aepgに示す様にマッハ数が減少する．しかしQ < Qcr
では，サーマルチョ－キングは起こらない．このような場合は，凝縮による発生した弱い擾乱が流れ
場に見られる．さらにノズル入口の過飽和度が徐々に大きくなると，凝縮開始点はスロートへ近づ
き，ある過飽和度のときQ = Qcrとなる．この場合のマッハ数分布は曲線 adohで示される．すなわ
ち，点 oでサーマルチョーキングが起こり，この点で臨界状態となる．過飽和度がさらに大きくなり，
Q > Qcr では，流れの調整のため凝縮領域内に衝撃波 mnが形成され，マッハ数分布は曲線 acmni
のようになる．この衝撃波のすぐ下流では亜音速であるが，潜熱放出によるマッハ数の増加の効果が
流路面積の拡大によるマッハ数の減少の効果より大きいため，マッハ数は増加し，流れは再び超音速
となる．このように凝縮により発生する衝撃波を凝縮衝撃波 (27)(55)(57)(condensation shock wave)と
呼ぶ．
ここで，“凝縮衝撃波，condensation shock”という言葉は，凝縮現象を取り扱う論文などにおいて
用いられているが，上述の意味と必ずしも同一はない．これと類似の内容を意味する言葉として，英
語では condesation jump，condesation discontinuity，condensation wave等があり，日本語でも凝
縮衝撃 (波)，復水衝撃 (波)等がある．さらに意味も著書あるいは論文において必ずしも同一ではな
い．凝縮衝撃波を伴わない凝縮による圧力上昇が，通常のラバルノズルにおいて衝撃波が存在すると
きの衝撃波による圧力上昇の分布と良く似ているという理由からこの圧力上昇を (衝撃波は見られな
い場合に関わらず)凝縮衝撃波と呼んでいる論文がかなり見られる．しかし，衝撃波を伴う凝縮の場
合の衝撃波のみを凝縮衝撃波と呼ぶ論文もかなり多くある．本論文においては後者の定義が最も妥当
であると考えられるため，この定義に従って凝縮衝撃波との言葉を使用する．
図 2.4の曲線 acmniに示しように，衝撃波が形成される位置 (点m)におけるマッハ数勾配 (dMa/dx)
が負の場合，潜熱放出による加熱の効果が増加しても，より強い衝撃波が形成され，流れ場が調整さ
れる．しかし，過飽和度がかなり大きくなり，曲線 abkljに示す様にマッハ数勾配 dMa/dxが 0とな
る点 kに衝撃波が形成される場合には，それ以上加熱の効果が大きくなると，より強い衝撃波が凝縮
領域内に安定して存在する位置はない．したがって，dMa/dx = 0となる点に衝撃波が形成される場
合を境として，それ以上 Qが増加すると，流れの調整のため衝撃波が上流側に伝播し，ノズル内に
振動が発生する．
2.4.2 非定常凝縮衝撃波による流れ場の振動
前節で述べたようなノズル内に振動が起こる場合を考える．かなりノズル入口の過飽和度が大きい
場合，潜熱の放出量が大きく，凝縮衝撃波が凝縮領域内に安定して存在できる位置が無い．そこで凝
縮衝撃波 (圧縮波)は上流側に伝播を開始する．衝撃波の下流では衝撃波により温度が上げられて下
流で発生した圧縮波が加速され，その合体により衝撃波が増す．この衝撃波が上流側へ伝播すること
で，その下流では凝縮しにくくなる．このため凝縮領域内は潜熱放出量が減少し，下流域での放出熱
量の時間変化 dQ/dtが負となる．その結果，下流域で膨張波が発生する．一方，上流へ伝播する衝撃
波はこの膨張波と干渉し減速され，更に，スロート上流へ伝播すると流路面積の拡大効果により減衰
する．減速され弱まった衝撃波と膨張波の影響で下流域では，温度が下がり再び凝縮しやすくなり，
dQ/dtが正となる．その結果圧縮波が発生し，この圧縮波の合体により衝撃波が形成され，上流へ伝
播する．
このように衝撃波と膨張波の発生と上流側への伝播が交互に繰り返され，ノズル内の流れが振動
(27)する．この振動の 1サイクルをまとめると，図 2.5のようになり，1サイクルは次の四つの過程よ
り成立つと考えられる.
(1) 凝縮に伴う潜熱放出量の増加
(2) 衝撃波の発生と上流側への伝播
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(3) 凝縮に伴う潜熱放出量の減少
(4) 膨張波の発生と上流側への伝播
これまでは，最も単純な一次元の超音速ノズルにおける凝縮衝撃波の振動について説明を行った．
二次元の超音速ノズルの場合では，凝縮衝撃波に二次元性の影響が現れる．序論で述べたように，現
在，主に振動形態には次の三通りあることが分かっている.(21)
Mode 1： 下流で生じた凝縮衝撃波がスロートを越え上流側へ伝ぱし，流れが周期的に振動する場合．
Mode 2： スロート下流域で発生した凝縮衝撃波が上流側へ伝ぱしスロート近傍で消滅し，流れが周
期的に振動する場合．
Mode 3： 凝縮衝撃波がスロート下流の狭い領域で周期的に振動する場合．
定常な凝縮衝撃波が存在する場合の初期過飽和度から，初期過飽和度を徐々に高くするとまず，初
めにMode 3の振動が開始される．定常から非定常な衝撃波に変化した直後の振動は，垂直な衝撃波
がかなり狭い領域で前後に振動する形態となる (完全なるMode 3)．初期過飽和度を徐々に高くする
と，振動の周波数が減少し始め，振動する領域が広がっていく．上流側に減衰しながら伝播し下流側
で衝撃波が発生する．しかし，上流側へ伝播した衝撃波 (圧縮波の状態)が完全に消滅せず下流側へ伝
播し強さを強める．下流側で発生した衝撃波は消滅する．再び上流側へ伝播し現象を繰り返す (Mode
3からMode 2の過渡現象)．さらに初期過飽和度を高くすると，上流へ伝播した衝撃波が完全に消滅
し，下流で発生した衝撃波が上流側へ伝播する．このように発生 ·消滅が流れ場に現れ．周期的に振
動する．ただし，衝撃波の上流側への伝播はスロートを超えず，物理量が変化する領域も末広ノズル
部のみとなる (Mode 2)．さらに初期過飽和度を高めると，衝撃波の上流側への伝播がスロート越え
先細ノズルに及ぶ．従って物理量が変化する領域がノズル全体となる (Mode 1)．振動周波数はMode
1の場合，初期過飽和度の増加に比例する．つまり，Mode 2からMode 1に変化する時の周波数が最
も最小の周波数となる．
また，実際に使用される三次元ノズル (翼列)での振動形態では更に複雑になることが予想され，今
後の研究が必要であろう．
17
2.4.3 凝縮の問題点
ここでは，凝縮衝撃波による問題点だけではなく，凝縮現象による問題点 (58)を述べる．一般に流
れ場で凝縮が発生すると，それに起因する多くの問題が生じ，その解明と克服は，工業上重要な課題
である．本研究は高速流であり，高速流となる蒸気タービンと超音速風洞における問題点について簡
単に述べる．
1. 蒸気タービンにおける問題点
蒸気タービンにおける凝縮問題は，タービン通過路において，一般に湿り損失と呼ばれるエネ
ルギー損失が発生し，タービン性能が低下することと，凝縮の結果生じる水滴によるエロージョ
ンに大別される．
蒸気タービンで凝縮が起こると，その時点で湿り損失が発生する．凝縮開始点近傍では，1µm以
下の微小水滴が発生し，潜熱放出量が多いと凝縮衝撃波も発生する．その微小水滴は下流に流れ
るに従いその粒径が増加する．この水滴の大部分は下流の動翼や静翼に衝突しないでタービン外
に放出されるが，全体の約 20∼30%は静翼の腹面側に付着し厚さ 100µmオーダーの水膜を形成
する．これにより湿り損失は増大する．
静翼に付着した水膜は，蒸気流から受ける力や水膜と翼表面間の摩擦力により移動する．しか
し，静翼の後縁でそれらは集積され，最終的には数 100∼数 1，000µmの粗大水滴となって下流
側へ放出される.この現象は “primary atomization”(第一次霧吹作用)と呼ばれる．この粗大水滴
の放出は連続的に行われるのではなく，ある周期をもって間欠的に行われる．後縁より放出され
た粗大水滴のうち，ある直径以上のものは水滴を球に保持しようとする表面張力が蒸気流の慣性
力に抗しきれず，動翼流入前に数 10∼数 100µmの水滴に微細化される．この現象を “secondary
atomization”(第二次霧吹作用)と呼ぶ．secondary atomizationで微細化された水滴はあまり加
速されないまま動翼に入るため動翼上から見た相対速度は周速度と同じ程度の速い速度となる．
そのため，水滴は動翼の前縁近傍に衝突して，湿り損失とエロージョン (動翼損傷)の原因とな
る．なお動翼上でも水膜が形成され，静翼の場合とは異なり遠心力やコリオリ力3の影響を受け
湿り損失を増大させる．
2. 湿り損失
蒸気の流れにおいて湿りに起因する損失を湿り損失と称する．これは，主に次のように分類さ
れる.
(a) 熱力学的損失：これは蒸気が水滴に凝縮する際に生じるもので，水滴に発生する過程では，水
滴と蒸気の間で不可逆的に潜熱の授受が行われるため，エントロピーが増大する．
(b) 加速損失：静翼と動翼より放出された速度の遅い粗大水滴が，飛行中に高速の蒸気相に加速さ
れるため，蒸気自身はこの加速のためにエネルギ－を消費する．従って，この損失は，水滴界
面に発生する剪断力，すなわち気液二相間の摩擦が原因となる．
(c) 動翼の制動損失：動翼前縁の背面側に水滴が衝突し，動翼が回転方向と逆の制動力を受けるた
めに生ずる損失である．この損失は，上記の加速損失と関連が深い．水滴が加速されれば加速
損失は増大するが，動翼に衝突する水滴の相対速度が減少するため制動損失は減少する．この
ように両損失は相互関係がある．
(d) 動翼の遠心作用による損失：動翼面上の水膜や水滴は遠心力のために翼先端方向へ移動するが，
このために動翼が行う仕事が損失となる．
(e) 水膜によるプロファイル損失：翼表面に付着した水膜と翼表面との間の摩擦や水膜表面に発生
する波のために蒸気相のエネルギーが消費されることによる損失．
(f) その他の損失：粗大液滴が微細化する際 (secondary atomizatio)の損失や速度を持った水滴が
タービンの静止部に衝突して運動エネルギーを失うことによる損失などがある．
3コリオリ力 · · ·回転運動をしている座標系に対して運動する物体に働く見かけ上の力の一つ．その物体の速度の大きさ
に比例し，速度の向きに垂直に働く．転向力．
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以上の湿り損失により，タービン効率は低下する．湿り度4が 9%の時では効率が約 8%低下す
ると実験的に報告されている．このことから，湿り損失を小さくする事がいかに重要であるかわ
かる．
湿り損失を減少させるには，原理的には水滴の発生を抑制したり，発生した水滴をできるだけ除
去することが必要である．これにはタービンサイクルとして湿り度を減らす事や，高圧タービン
出口にドレンセパレータ及びヒーターを設置する事が考えられる．また，静翼の後縁付近から水
膜を吸込むか，あるいは吹出しを行う方法も提案されている．しかし，現時点では，何れの方法
も根本的には湿り損失除去の対策とは言い難く，今後の研究が望まれる．
3. エロージョン
蒸気タービンの最終段動翼では，特にその先端背面前縁部が必ずといって良い程侵食される．侵
食された表面はザラザラした状態で，翼先端部が破損することもある．これは凝縮により発生 ·
成長した液滴が動翼に衝突するため発生するものである．このようなエロージョンの程度は，一
般にタービン出口の湿り度が大きい程，また動翼の周速度が高いほど著しい．
エロージョン防止の方法としては，動翼前縁部を焼き入れ硬化したり，前縁部にステライトなど
の耐侵食性に優れた材料を溶接あるいは溶射する方法がある．これが現在最も広く用いられてお
り，この方法で侵食量がかなり減少される．また，水滴を除去するため，前述したように，静翼
後縁付近で吸い込みを行うことで大きな水滴の発生を防いだり，ドレンキャッチャーをケーシン
グに設け，これを低圧側と接続する (吸い込み)方法がある．
以上述べた方法の他にもエロージョン対策として数々の方法が提案 ·実用化されている，実機で
は，更にそれらを併用して使用しているが，いずれも完全な方法ではなく，今後の研究が望ま
れる．
4. 超音速風洞おける問題点
超音速風洞で，作動気体に湿分が含まれている場合凝縮が発生する．そのため測定部の流れが一
様で無くなる．また，流れの全圧損失も生じる．潜熱放出量が多いと凝縮衝撃波も発生し，衝撃
波との干渉で境界層が剥離することもあり，損失は増大する．また，凝縮衝撃波が振動する事に
よる騒音，振動問題も起こる．これら凝縮衝撃波の問題は，蒸気タービンにおいても発生しうる．
凝縮を起こさせない為には，シリカゲルなど乾燥剤を用いて作動気体の水分を極力減少させたり，
よどみ温度を高くし，気体温度が作動中に凝縮開始点まで低下しないようにする方法がある．その他，
ヨウ化銀 (AgI)など無機煙を流れに添加して凝縮開始点を遅らせる方法や，超音速ノズル部の上流側
に補助ノズルを設け，そこで凝縮を先に起こさせる方法などがある．
4湿り度 · · ·湿り蒸気に対する飽和液の質量比．ml/(mv +ml)．
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2.5 凝縮の熱力学
凝縮性気体の凝縮現象において重要な特徴は，凝縮による凝縮潜熱の放出であり，それによる状態
量の変化である．そこで，本節では，作動気体として湿り空気のような凝縮性気体を使用する場合の
状態方程式などの基本的な関係式 (59)について説明する．
ここで，式の説明にあたり以下の仮定を用いる．
(1) 粘性や熱伝導および拡散の原因となる分子輸送5の効果は無視される．
(2) 空気や水蒸気の各成分気体は，熱的6に熱量的7に完全である．
(3) 凝縮によって発生する液滴の体積は，全体の体積に比べ極めて小さく無視できる．
(4) 液相 (液滴)と気相の間に速度差はない．
(a) 混合気体・凝縮なし
まず，混合気体 (湿り空気)の圧力を考える．「混合気体の圧力 (全圧)は，その各成分気体の圧力 (分
圧)の和に等しい」とのダルトンの法則 (Dalton’s law)より，
p = pa + pv (2.9)
ここで各分圧は，検査体積 V に含まれる乾き空気，および水蒸気 (気相)の質量はma， mvであるか
ら，各気体の分圧に対する状態方程式は次式となる．
pa =
ma
V
<uni
Ma
T ， pv =
mv
V
<uni
Mv
T
よって，
p =
µ
ma/V
Ma
+
mv/V
Mv
¶
<uniT (2.10)
ここで，<uniは一般ガス定数である．
次に混合気体の分子量Mmを導入し，混合気体の状態方程式を考える．気体の状態方程式のため，
ここでは気相のみを考え液相を考えない．ゆえに混合気体の質量がm = ma +mv である．
p =
m
V
<uni
Mm
T =
Ã
ma
V
+
mv
V
!
<uni
Mm
T (2.11)
Eq(2.10)と Eq(2.11)より，1/Mmは次式となる．Ã
ma
V
+
mv
V
!
1
Mm
=
ma/V
Ma
+
mv/V
Mv
(ma +mv)
1
Mm
=
ma
Ma
+
mv
Mv
1
Mm
=
ma
ma +mv
1
Ma
+
mv
ma +mv
1
Mv
(2.12)
5分子輸送 (Molecular transport)· · ·分子の運動を考え，分子の運動量輸送から粘性，エネルギー輸送から熱伝導，質
量輸送から拡散を求めることができる．
6熱的完全気体 (thermally perfect gas)· · ·気体の状態方程式が成立
7熱量的完全気体 (calorically perfect gas)· · ·比熱 cp，cv が常に一定である
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比湿 Eq(2.4)を用いると Eq(2.12)は，
1
Mm
= (1− mv
ma +mv
)
1
Ma
+
mv
ma + v
1
Mv
1
Mm
= (1− ω) 1
Ma
+ ω
1
Mv
したがって，これを Eq(2.11)代入すると，混合気体の状態方程式となる．
p = ρm
Ã
(1− ω) 1
Ma
+ ω
1
Mv
!
<uniT (2.13)
また，本研究ではマッハ数を求める際の音速として，次式で示す等エントロピ (平衡流れ)の関係
式より音速 aを求める．ここで理想気体を考え，cpは一定の cp = cp01となりこの関係を用いる.ここ
で <は，混合気体のガス定数であり，< = <uni/Mmである．
a =
Ã
γ
p
ρm
!1/2
=
Ã
cp01
cp01 − <
p
ρm
!1/2
=
Ã
cp01
cp01 −
<uni
Mm
p
ρm
!1/2
(2.14)
よって流れのマッハ数M は，次式となる．
M =
u
a
(2.15)
(b) 混合気体・凝縮あり
次に，凝縮が発生し液滴 (液相)が存在する場合の式を考えて行く．したがって液滴を含む混合気
体 (混合流体)の質量mは，
m = ma +mv +ml (2.16)
よって，Eq(2.8)は，
g =
ml
m
=
ml
ma +mv +ml
(2.17)
液滴 (液相)と水蒸気 (気相)の質量流量の和は常に一定 (mv +ml = mv01)であり，
mv +ml
m
=
mv01
m
= ω01 (2.18)
上式の関係とEq(2.8)および Eq(2.17)を考慮に入れると，Eq(2.12)より液滴を含む混合気体 (混合流
体)の分子量mは次式となる．
1
Mm
=
m−mv01
m−ml
1
Ma
+
mv01 −ml
m−ml
1
Mv
1
Mm
=
1− ω01
1− g
1
Ma
+
ω01 − g
1− g
1
Mv
(2.19)
ここで，検査体積 Vに含まれる液滴の質量はmlであるから，Eq(2.11)は次式となる．
p =
Ã
m−ml
V
!
<uni
Mm
T =
Ã
ρm −
ml
V
!
<uni
Mm
T
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= ρm
Ã
1− ml
V ρm
!
<uni
Mm
T = ρm
Ã
1− ml
m
!
<uni
Mm
T (2.20)
なお，Eq(2.8)を考慮すると Eq(2.20)は，
p = ρm(1− g)
<uni
Mm
T (2.21)
である．よって，Eq(2.21)に Eq(2.19)を代入すると，液滴を含む混合気体の状態方程式となる．
p =
Ã
1− ω01
Ma
+
ω01 − g
Mv
!
ρm<uniT (2.22)
また，本研究ではマッハ数を求める際の音速として，次式で示す凍結音速 af (56)を用いた．これは，
凝縮領域内の非平衡流れにおける音速である．したがって，等エントロピーの音速式からは導出する
ことはできない．
af =
Ã
− ∂h/∂p
∂h/∂p− 1/ρ
!1/2
=
Ã
cp01
cp01 − (1− g)<uniMm
p
ρm
!1/2
(2.23)
よって流れの凍結マッハ数Mf は次式となる．
Mf =
u
af
(2.24)
また，混合気体のよどみの物理量を求める際，「理想気体8の混合物では，各成分気体は互いに干渉
することなく，あたかも混合室内に単独に存在するかの性質をしめす．」とのギッブス－ダルトンの
法則 (広義のダルトンの法則)がある．これより，混合気体の定圧比熱 cp01は次式となる．ここでは，
よどみ状態を考えるので g = 0とする．
cp01 =
ma
m
cpa01 +
mv
m
cpv01
よって，比湿 ω01を用いると，
cp01 = (1− ω01)cpa01 + ω01cpv01 (2.25)
また，本節では使用していないが，後に出てくる混合気体の分子 1個の質量m01，粘性係数 µ01，プ
ラントル数 Pr01も同様に示される．
m01 = (1− ω01)ma01 + ω01mv01 (2.26)
µ01 = (1− ω01)µa01 + ω01µv01 (2.27)
Pr01 = (1− ω01)Pra01 + ω01Prv01 (2.28)
8理想気体 (ideal gas)· · ·分子間力や分子の大きさを無視できる.
つまり「気体の状態方程式」が成立し，比熱 cp，cv が一定．完全気体．熱的かつ熱量的完全気体．
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2.6 凝縮現象のモデル化
ここでは，液相の質量比の増加割合の式と，凝縮モデルについて述べる．凝縮現象は，その凝縮過
程の違いにより，均一凝縮と非均一凝縮に分けられる．よって，凝縮モデルも均一凝縮モデルと非均
一凝縮モデルの２つを用いる．
なお，ここで用いる式はすべて有次元の式である．
2.6.1 液相の質量比の増加割合
ある時刻における流線に沿った凝縮量の変化を表す凝縮速度式は次式となる (31)．
dg
dt
=
4π
3
· ρl · rc(t)3 · I(t)ρm(t) +
Z t
−∞
4π · ρl · I(τ)ρm(τ) ·
∂r(t，τ)
∂t
· r(t，τ)2dτ (2.29)
g : 液相の質量比 [−]
t : 時間 [s]
ρl : 液相の密度 [kg/m3]
rc(t) : 臨界クラスター半径 [m]
I(t) : 核生成率 [1/(s ·m3)]
ρm(t) : 混合気体の密度 [kg/m3]
r(t，τ) : 液滴半径 [m]
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2.6.2 均一凝縮のモデル化
均一凝縮現象のモデルは，液相の質量比と単位質量あたりの液滴の数に関する２つの方程式を用い
る (60) ．
∂(ρm · ghom)
∂t
+
∂(ρm · ghom · u)
∂x
+
∂(ρm · ghom · v)
∂y
=
4π
3
· ρl ·
³
rc，hom
3 · Ihom + 3ρm · nhom · rhom2 · drhom
dt
´
(2.30)
∂(ρm · nhom)
∂t
+
∂(ρm · nhom · u)
∂x
+
∂(ρm · nhom · v)
∂y
= Ihom (2.31)
以下に本計算で使用した各パラメータを表す式を示す．なお，液相の無限平面における表面張力，
液相の密度，液膜平面の平衡状態における飽和水蒸気圧力，および潜熱は Adam(61)が用いた式を参
考にして与えた．核生成理論に関しては，古典凝縮理論に基づき，もっとも代表的な式の一つである
Frenkelの式 (10)を用いた．
(a) 核生成率 Ihom [1/(s ·m3)]
Ihom =
1
ρl
r
2mv · σ∞
π
Ã
pv
k · T
!2
exp
(
−4π · rc，hom2 · σ∞
3k · T
)
(2.32)
(b) 液滴平均半径 rhom [m]
rhom =
Ã
3
4π
· ghom
ρl · nhom
! 1
3
(2.33)
(c) 臨界クラスター半径 rc，hom [m]
rc，hom =
2σ∞
ρl ·Rv · T · ln pv
ps，∞
+ (ρl ·B(T )− 1)(pv − ps，∞)
(2.34)
臨界クラスター半径は，およそ 10−10 m程度の大きさで評価される．生成した液滴の半径が臨界
クラスター半径よりも大きい場合には，液滴はそのまま成長するが，液滴の半径が臨界クラスター半
径よりも小さい場合，液滴は蒸発などの効果で消滅したと判断されるため，凝縮に関する計算はすべ
てゼロとなる．
また，臨界クラスター半径は，ビリアル係数を用いて実在気体効果を考慮している (62)．実在期待
の状態式は，一般に分子間相互作用のため理想気体則からのずれを示す．このずれの部分を体積 V の
逆数 (もしくは圧力 p)のべき級数として表現することが多い (ビリアル展開)．
p
<T の展開において，
V −nの係数として現れる量Bnは第 nビリアル係数と呼ばれ，温度と分子間ポテンシャルの形からそ
の値が定まる．
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(d) ビリアル係数 B(T ) [m3/kg]
B(T ) = b0 +
b1
T
· exp b2
b3 + T 2
(2.35)
b0 = 1.991502303× 103
b1 = −2.210044139
b2 = 3.0303704299× 105
b3 = 4.398632810× 104
(e) 液滴成長速度
drhom
dt
[m/s]
drhom
dt
=
pv − ps，r
ρl
√
2π ·Rv · T
(2.36)
(f) 液滴半径 rの飽和水蒸気圧力 ps，r [Pa]
ps，r = ps，∞ · exp
2σ∞
ρl ·Rv · T · rhom (2.37)
(g) 液膜平面の平衡状態における飽和水蒸気圧力 ps，∞ [Pa]
ps，∞ = exp(A9 +A10T +A11T
2 +B1 ln(T ) +
C0
T
) (2.38)
A9 = 21.215
A10 = −2.7246× 10−2
A11 = 1.6853× 10−5
B1 = 2.4576
C0 = −6094.4642
(h) 液相の無限平面における表面張力 σ∞ [N/m]
σ∞ =



{76.1 + 0.155× (273.15− T )} × 10−3 (T ≥ 249.39 [K])
{(1.1313− 3.7091× 10−3 × T )× 10−4 − 5.6464} × 10−6
(T < 249.39 [K])
(2.39)
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(i) 液相の密度 ρl [kg/m3]
ρl(T ) =



(A0 +A1t+A2t
2 +A3t
3 +A4t
4 +A5t
5)/(1 +B0t) (T ≥ 0[◦C])
(A6 +A7t+A8t
2) (T < 0[◦C])
(2.40)
ここで，tはセ氏温度である．また係数は各々以下のとおりである．
A0 = 999.8396 A5 = −393.2952× 10−12
A1 = 18.224944 A6 = 999.84
A2 = −7.92221× 10−3 A7 = 0.086
A3 = −55.44846× 10−6 A8 = −0.0108
A4 = 149.7562× 10−9 B0 = 18.159725× 10−3
(j) 潜熱 L(T ) [J/kg]
L(T ) = L0 + L1T (2.41)
L0 = 3105913.39 (J/kg)
L1 = −2212.97× 10−2 (J/kg ·K)
(k) その他の記号
ghom : 液相の質量比 [−]
nhom : 湿り空気単位質量あたりの液滴の数 [1/kg]
u : 速度の x方向成分 [m/s]
v : 速度の y方向成分 [m/s]
mv : 蒸気分子の質量 [kg]
pv : 蒸気圧 [Pa]
k : ボルツマン定数 [J/K]
T : 温度 [K]
Rv : 水蒸気のガス定数 [J/kg ·K]
26
2.6.3 非均一凝縮のモデル化
非均一凝縮のモデルは，液相の質量比と単位体積あたりの粒子表面上に生成される液滴核の数に関
する２つの方程式を用いる (60) ．
モデル化に際して，以下の仮定を用いる．
• 混合気体中に含まれる粒子は固体粒子であり，熱的，化学的，電気的に不活性である．
• 混合気体中に含まれる粒子はすべて同じ大きさであり，その形状は球状で滑らかな表面をもつ．
• 混合気体中に含まれる粒子の体積と質量は無視する．
• 混合気体中に含まれるすべての粒子の表面に対して，同数の液滴の核が形成される．
• 混合気体中に含まれるすべての粒子の表面上に，液滴の核が均等に形成される．
非均一凝縮のモデルに関して，以下に示す 2つのモデルが提案されている (60)．
(a) Model 1
ここで考えるモデルの模式図を図 2.6(a)に示す．このモデルは，混合気体中に含まれる粒子の表面
上における液滴の核の成長過程を，次の 4つの段階に分けて考える．
i) 第 1段階　核生成 : 粒子表面に液滴の核が形成される．
ii) 第 2段階　核成長 : 粒子表面の核が成長し，また，新しい核が形成される．
iii) 第 3段階　液膜の形成 : 粒子が完全に液膜によって包まれる．
iv) 第 4段階　液膜の成長 : 粒子を包む液膜が成長する．
i) 第 1段階　核生成
・固体粒子表面の液滴核の付着していない部分の面積 Ae [m3]
Ae = Ap = 4π ·Rp2 (2.42)
Ap : 粒子の表面積 [m3]
Rp : 粒子の半径 [m]　
・湿り空気単位体積あたりの粒子の数 nhet [1/m3]
nhet =
ρm
ρ01
· nhet，01 (2.43)
nhet，01 : よどみ点状態における湿り空気単位体積あたりの粒子の数 [1/m
3]
ρm : 湿り空気の密度 [kg/m3]　
ρ01 : よどみ点状態における湿り空気の密度 [kg/m3]　
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・液相の質量比の増加割合
d(ρm · ghet)
dt
=
π
3
· (1− cos θ)2 · (2 + cos θ) · rc，het3 · ρl · I˜het ·Ae · nhet (2.44)
ghet : 非均一凝縮による液滴の質量流量比 [−]
θ : 粒子表面と液滴の核の表面との接触角 [rad]
rc，het : 非均一凝縮における臨界クラスター半径 [m]
I˜het : 粒子表面の単位面積，単位時間に生成される液滴の核の数 [1/s ·m2]
・核生成率
d(ρm · khet)
dt
= I˜het ·Ae · nhet = Ihet (2.45)
khet : 任意の点における湿り空気単位質量あたりの粒子表面に形成される核の数 [1/kg]
Ihet : 単位時間，単位体積あたりに粒子表面に生成される核の数 [1/s ·m3]
ii) 第 2段階　核成長
・粒子表面上に生成された半球状の液滴の核の半径 rhet，emb [m]
rhet，emb =
Ã
3
π · (1− cos θ)2 · (2 + cos θ) ·
ghet
ρl · khet
! 1
3
(2.46)
・粒子と 1個の液滴の核との接触面積 A¯ls [m2]
A¯ls = π · (1− cos2 θ) · rhet，emb2 (2.47)
・液相の質量比の増加割合
d(ρm · ghet)
dt
=
π
3
· (1− cos θ)2 · (2 + cos θ) · ρl ·Ã
rc，het
3 · I˜het ·Ae · nhet + 3ρm · khet · rhet，emb2 ·
drhet，emb
dt
!
(2.48)
ただし，
drhet，emb
dt
=
pv − ps，r
ρl
√
2π ·Rv · T
(2.49)
ps，r = ps，∞ · exp
2σ∞
ρl ·Rv · T · rhet，emb
(2.50)
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iii) 第 3段階　液膜の形成
第 2段階は，次の条件を満たすまで続く．
Ae = Ap − A¯ls · ρm · khet
nhet
= 0 (2.51)
iv) 第 4段階　液膜の成長
・球状の液滴の半径 rhet，nuc [m]
rhet，nuc =
Ã
3
4π
· ρm · ghet
ρl · nhet +R
3
p
! 1
3
(2.52)
ghet : 非均一凝縮による液滴の質量流量比 [−]
nhet : 湿り空気単位体積あたりの粒子の数 [1/m3]
Rp : 粒子の半径 [m]
・液相の質量比の増加割合
d(ρm · ghet)
dt
= 4π · ρl · nhet · rhet，nuc2 ·
drhet，nuc
dt
(2.53)
ただし，
drhet，nuc
dt
=
pv − ps，r
ρl
√
2π ·Rv · T
(2.54)
ps，r = ps，∞ · exp
2σ∞
ρl ·Rv · T · rhet，nuc
(2.55)
v) その他の補足関係式
・臨界クラスター半径 rc，het，rc，hom [m]
rc，hom = rc，het =
2σ∞
ρl ·Rv · T · ln pv
ps，∞
+ (ρl ·B(T )− 1)(pv − ps，∞)
(2.56)
非均一凝縮の計算では，一度発生した液滴が消滅することはない．これは，混合気体中に含まれる
固体微粒子の大きさが，臨界クラスターの大きさよりも大きいためである．このため，均一凝縮の場
合よりも凝縮開始点が上流側に位置することになる．
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・粒子表面の単位面積，単位時間に生成される液滴の核の数 I˜het [1/s ·m2]
I˜het = Zhet ·
A∗lv，∞
ν
· p
2
v
2π ·mv · k · T · exp
³
−4π · rc，het
2 · σ∞ · f −∆Gd
3mv ·Rv · T
´
(2.57)
ただし，
Zhet =
mv
4
3
π · rc，het3 · bl · ρl
·
s
∆G∗het
3π · k · T [−] (2.58)
A∗lv，∞ = 2π · rc，het2 · (1− cos θ) [m2] (2.59)
ν = 2.76× 1013 [s−1] (2.60)
形状係数 f [-]は，
f = f
µ
rc，het
Rp
，cos θ
¶
=
1
2
½
1 +
·
cθ
µ
rc，het
Rp
− cos θ
¶¸3
+
µ
Rp
rc，het
¶3·
2− 3cθ
µ
1− rc，het
Rp
· cos θ
¶
+cθ
3
µ
1− rc，het
Rp
· cos θ
¶3¸
+ 3
µ
Rp
rc，het
¶3
· cos θ ·
·
cθ ·
µ
1− rc，het
Rp
· cos θ
¶
− 1
¸¾
(2.61)
∆Gd = βd · k · T0 [J] (2.62)
βd = 34 [−] (2.63)
bl =
1
4
·
(1− cosΨ)2 · (2 + cosΨ)−
µ
Rp
rhet
¶3
· (1− cosφ)2 · (2 + cosφ)
¸
[−] (2.64)
図 2.7に示すΨと φは，
cosΨ = cθ ·
µ
cos θ − rhet
Rp
¶
[−] (2.65)
cosφ = cθ ·
µ
1− rhet
Rp
· cos θ
¶
[−] (2.66)
cθ =
·
1 +
µ
rhet
Rp
¶2
− 2
µ
rhet
Rp
¶
· cos θ
¸− 1
2
[−] (2.67)
臨界自由エネルギーは，
∆G∗het =
4
3
π · rc，het2 · σ∞ · f
µ
rc，het
Rp
，cos θ
¶
[N ·m] (2.68)
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・式の最終形
∂(ρm · ghet)
∂t
+
∂(ρm · ghet · u)
∂x
+
∂(ρm · ghet · v)
∂y
=
(1− z) · π
3
· (1− cos θ)2 · (2 + cos θ) · ρl·µ
rc，het
3 · I˜het ·Ae · nhet + 3ρm · khet · rhet，emb2 ·
drhet，emb
dt
¶
+z · 4π · ρl · nhet · rhet，nuc2 ·
drhet，nuc
dt
(2.69)
∂(ρm · khet)
∂t
+
∂(ρm · khet · u)
∂x
+
∂(ρm · khet · v)
∂y
= Ihet (2.70)
ただし，Ae > 0 のとき，z = 0，Ae = 0 のとき，z = 1とする．
(b) Model 2
ここで考えるモデルの模式図を図 2.6(b)に示す．Model 2は，Model 1の第一段階から第三段階ま
での粒子が液膜に完全に包まれる過程が，無限小の時間で行われるという考え方に基づいている．
∂(ρm · ghet)
∂t
+
∂(ρm · ghet · u)
∂x
+
∂(ρm · ghet · v)
∂y
=
4π · ρl · nhet · rhet，nuc2 ·
drhet，nuc
dt
(2.71)
本研究では，出口マッハ数が 1.2の超音速ノズル内の流れ場について，Model 1とModel 2を用
いてぞれぞれ計算を行った結果，静圧，液相の質量比，および均一凝縮による核生成率の流れ方向の
分布がほぼ同じであること，固体微粒子の表面に生成される液滴の核生成率に工学的意味がないこ
と，および計算に要する時間の短縮の 3つの観点から，Model 2を用いて非均一凝縮に関する計算を
行った．
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2.7 凝縮によるエントロピの変化
湿り空気や水蒸気などの凝縮性気体が超音速ノズル等で急激に加速膨張する際に生じる非平衡凝縮
過程は，エントロピの増加を伴う不可逆過程であり，結果として全圧損失が発生する．そこで，凝縮
による混合気体のエントロピを示す式 (63)は湿り空気の場合，次式となる．
∆s = s− s01 = (1− ω01)
<
Ma
ln
Ã
T γa/(γa−1)
Pa
!
| {z }
air entropy
+ (ω01 − g)
<
Mv
ln
Ã
T γv/(γv−1)
Pv
!
| {z }
vapor entropy
+ g
µ
−1
γ¯
3
ρl
∂σ
∂T
¶
| {z }
liquid entropy
(2.72)
ここで，s，ω01，σはそれぞれ単位質量当たりのエントロピ，初期比湿，および表面張力を示してい
る．Eq(2.72)に示しているように，右辺の第 1項，第 2項，第 3項はそれぞれ空気，水蒸気，液滴の
エントロピを示している．特に第 3項は，液滴自身のエントロピは無視し，微小液滴の表面における
エントロピのみを考慮したものである．また，水蒸気のみの場合は，Eq(2.72)において，ω01 = 1と
おくことにより求められる．
ここで，ノズル入口のよどみ点状態のエントロピを s01とすると，エントロピと全圧損失の関係は
次式となる．
s− s01
cp
= ln
µ
T0a
T01
¶
− R/M
cp
ln
µ
p0a
p01
¶
(2.73)
ここで，cp，M は混合気体の定圧比熱，分子量を示しており，T0a，p0aは局所的な全温度と全圧を，
T01，p01はノズル入口のよどみ点状態の全温度と全圧を示している．また，断熱流れと仮定すること
で，T0a/T01は 1になるので，最終的には次式となる．
∆s
R/M
=
s− s01
R/M
= ln
µ
p01
p0a
¶
(2.74)
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(a) p-v diagram
(b) T -s diagram
Fig. 2.1 Sketch of the condensation process in a schematic p-v and T -s diagram
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Fig. 2.2 Sketch of the condensation process in a supersonic nozzle
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Fig. 2.3 Sketch of the condensation process in a schematic p-T diagram
Fig. 2.4 Sketch of Mach number distributions
Fig. 2.5 One cycle of oscillation
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(a) Model 1
(b) Model 2
Fig. 2.6 Process of droplet formation
Fig. 2.7 Characteristics of embryo and particle
36
第3章 基礎方程式
本研究が対象とする流れは，非平衡凝縮を伴う 2次元圧縮粘性流れである．この流れを解析するため
に，凝縮速度方程式を Navier-Stokes方程式及び気体の状態方程式と連立して解く．
本章では，この支配方程式を示し保存系表示を導く．同時に，状態方程式などの補足関係式や，無
次元化した保存系表示についても示す．
流れ場のモデル化
支配方程式を定式化するにあたって以下の仮定を用いた．
1. 凝縮粒子と混合気体との間には，速度スリップは存在しない．
2. 凝縮粒子と混合気体は，局所熱平衡状態にあり，相間のエネルギー緩和過程は考慮しない．
3. 凝縮粒子の圧力に対する寄与は無視する．
4. 流れは乱流とする．
3.1 2次元方程式
理想気体の 2次元流れの問題には，基本的な 4つの独立変数がある．それは 2つの速度成分と 2つ
の適当な熱力学量である．非圧縮流れでは，2つの熱力学量のうちの 1つである温度を消去すると，
もはやエネルギー方程式は運動方程式と連続の式を解くのに必要でなくなる．さらに圧力が交差微分
により消去され，渦度が導入される．また 2つの速度成分も流れ関数の導入により消去されるために，
渦度と流れ関数の 2つが未知数として残る．これは，それぞれ放物系方程式と楕円方程式を解いて求
められる．しかし，圧縮性流れの場合にはエネルギー方程式が運動方程式と連続の式を解くために必
要であり，しかも流れ関数は非定常流れに対して定義できない．そのため 4つの偏微分方程式を連立
して解かなければならない．
本節では本研究で用いた連続の式，運動方程式，エネルギー方程式について示す．
(a) 連続の式
∂ρ¯
∂ t¯
+ ∇¯ · (ρ¯V¯ ) = 0
µ
∇¯ = ∂
∂x¯
+
∂
∂y¯
¶
(3.1)
(b) 運動方程式
ρ¯
Du¯
Dt¯
= −∂p¯
∂x¯
+
∂
∂x¯
"
2µ¯
∂u¯
∂x¯
+ λ¯D¯
#
+
∂
∂y¯
"
µ¯
Ã
∂u¯
∂y¯
+
∂v¯
∂x¯
!#
(3.2)
ρ¯
Dv¯
Dt¯
= −∂p¯
∂y¯
+
∂
∂x¯
"
µ¯
Ã
∂v¯
∂x¯
+
∂u¯
∂y¯
!#
+
∂
∂y¯
"
2µ¯
∂v¯
∂y¯
+ λ¯D¯
#
(3.3)
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ここで
λ¯ = κ¯− 2µ¯
3
　 (第二粘性係数・ストークスの関係)　 (3.4)
D¯ =
∂u¯
∂x¯
+
∂v¯
∂y¯
　 (体積膨張率) (3.5)
(3.6)
(c) エネルギー方程式
ρ¯
De¯s
Dt¯
+ ∇¯ · q¯ − ∇¯ · (=¯ · V¯ ) = 0
µ
D
Dt¯
=
∂
∂ t¯
+ u¯
∂
∂x¯
+ v¯
∂
∂y¯
¶
(3.7)
ここで，物理量の上につけた記号“−”は，その物理量が無次元量ではなく，単位をもつ量である
ことを示す．また V¯ は速度ベクトルを示し D¯ = ∇¯ · V¯ は体積膨張を示し，圧縮性流体を考える場
合に必要となる．非圧縮流体の場合は 0とする．e¯s = e¯+ (u¯2 + v¯2)/2は単位質量当たりの全エネル
ギー，e¯は内部エネルギー，q¯は熱流束ベクトル，=¯は全応力テンソルである．また，κ¯は体積粘性
率，λ¯は第二粘性係数，k¯は熱伝導率を示している．
V¯ =

 u¯
v¯

 q¯ =


−k¯∂T¯
∂x¯
−k¯∂T¯
∂y¯

 =¯ =

 ¯σxx ¯τyx
¯τxy σ¯yy


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3.2 有次元保存形表示方程式
いま，保存量を表す変数 ρ，ρu，ρv，Esを独立変数として通常の微分方程式を変形し，これを保
存形表示の有限差分に展開した場合，質量，運動量，エネルギーの保存性が有限差分表示によって失
われないことがわかっている．垂直衝撃波に関するランキン・ユゴニオの関係は，こうした全体とし
ての保存性のみに基づき，衝撃波内部の微細構造に関係するものではない．したがって，全く安定で
適合性のある保存性を備えた有限差分スキームを保存形表示した微分方程式に適用するならば，その
差分スキームはランキン・ユゴニオの関係を満たし，流れが衝撃波を横切るときの跳躍条件を正しく
作り出す．多くのコンピュータ計算において，衝撃波を横切る計算については衝撃波“つぎあて”法
(shock-patching)よりも，保存形表示による方法の方が正確なことが分かった．その理由は，定在垂
直衝撃波を考えると容易に理解できる．差分法の打切り誤差は差分表示したテイラー級数展開の高次
の大きさに依存する．変数を ρ，u，v，T とした場合には衝撃波があると，これらの連続体の解の途
中に不連続点が生じるが，保存形表示での変数 ρ，ρu，ρv，Esは，連続のままである．
本節では，前節で示した有次元方程式を有次元保存系表示方程式へ変換する手法と有次元保存系表
示を行った方程式のベクトル表示を示す．
3.2.1 有次元方程式
ここからは，“−”の表記法では繁雑となるので，有次元方程式は方程式の“=”の上に“ · ”をつ
けて表す．
(a) 連続の式
連続の式は既に保存形表示になっているので，Eq(3.1)より
∂ρ
∂t
+∇ · (ρV ) .= 0 (3.8)
(b) 運動方程式
Eq(3.2)の x方向運動方程式を示す．ただし，体積力 Fxは無視する．
ρ
Du
Dt
.
= −∂p
∂x
+
∂
∂x
"
2µ
∂u
∂x
+ λD
#
+
∂
∂y
"
µ
Ã
∂u
∂y
+
∂v
∂x
!#
(3.9)
ここで，次の項について考える．
∂(ρu)
∂t
+
∂(ρuu)
∂x
+
∂(ρvu)
∂y
.
= u
∂ρ
∂t
+ u
∂(ρu)
∂x
+ u
∂(ρv)
∂y
+ ρ
∂u
∂t
+ ρu
∂u
∂x
+ ρv
∂u
∂y
.
= u
"
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂x
+
∂(ρv)
∂y
#
+ ρ
"
∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
#
.
= u
"
∂ρ
∂t
+∇ · (ρV )
#
+ ρ
Du
Dt
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これに，連続の式 Eq(3.8)を代入すると，[ ]の中の項は 0となり，次式となる．
ρ
Du
Dt
.
=
∂(ρu)
∂t
+
∂(ρuu)
∂x
+
∂(ρvu)
∂y
(3.10)
.
=
∂(ρu)
∂t
+∇ · [(ρu)V ]　 (3.11)
この Eq(3.11)を Eq(3.9)に代入すると，x方向運動量の式となる．
∂(ρu)
∂t
.
= −∂p
∂x
−∇ · [(ρu)V ] + ∂
∂x
"
2µ
∂u
∂x
+ λD
#
+
∂
∂y
"
µ
Ã
∂u
∂y
+
∂v
∂x
!#
(3.12)
同様にして y方向運動量の式はEq(3.3)を変形すると，次式となる．ここでも y方向運動方程式の
体積力 Fy は無視する．
∂(ρv)
∂t
.
= −∂p
∂y
−∇ · [(ρv)V ] + ∂
∂x
"
µ
Ã
∂v
∂x
+
∂u
∂y
!#
+
∂
∂y
"
2µ
∂v
∂y
+ λD
#
(3.13)
(c) エネルギー方程式
Eq(3.7)のエネルギー式
ρ
Des
Dt
+∇ · q −∇ · (= · V ) .= 0
を変形する．
ρ
Des
Dt
.
= ∇ · (= · V )−∇ · q (3.14)
ここで，次の項について考える．(Eq(3.11)を求めた方法と同様)
　
∂(esρ)
∂t
+
∂(esρu)
∂x
+
∂(esρv)
∂y
.
= es
∂ρ
∂t
+ ρ
∂es
∂t
+ es
∂(ρu)
∂x
+ ρu
∂es
∂x
+ es
∂(ρv)
∂y
+ ρv
∂es
∂y
.
= ρ
Ã
∂es
∂t
+ u
∂es
∂x
+ v
∂es
∂y
!
+ es
Ã
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂x
+
∂(ρv)
∂y
!
.
=　ρ
Des
Dt
+ es
"
∂ρ
∂t
+∇ · (ρV )
#
連続の式 Eq(3.8)より，[ ]内が 0となり次式が成り立つ．
ρ
Des
Dt
.
=
∂(ρes)
∂t
+
∂(ρesu)
∂x
+
∂(ρesv)
∂y
.
=
∂(ρes)
∂t
+∇ · [(ρes) · V ]
したがって Eq(3.14)は，
∂(ρes)
∂t
+∇ · [(ρes) · V ] .= ∇ · (= · V )−∇ · q
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単位体積当たりの全エネルギーEsは，
Es
.
= ρes
Ã
.
= ρ
"
e+
1
2
(u2 + v2)
#!
(3.15)
より，
∂Es
∂t
+∇ · [V Es] .= ∇ · (= · V )−∇ · q
∂Es
∂t
.
= −∇ · (V Es) +∇ · (= · V )−∇ · q
ここで応力テンソル =は，
　= .=

 σxx τyx
τxy σyy

 .=


−p+ λD + 2µ∂u
∂x
µ(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
)
µ(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
) −p+ λD + 2µ∂v
∂y


であり，静止流体テンソルと粘性応力テンソル πの和として表すことができる．
= .= −pϕ+ π
ϕ .=

 1 0
0 1

 π .=

 τxx τyx
τxy τyy

 .=


λD + 2µ
∂u
∂x
µ(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
)
µ(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
) λD + 2µ
∂v
∂y


pは静圧，ϕは単位ダイアディクスであり，よって次式が得られる．
∇ · (= · V ) .= −∇ · (pϕ · V − π · V )
ここで，
∇ · (pϕ · V ) .= ∇ · (V p)
より，
∇ · (= · V ) .= −∇ · (V p) +∇ · (π · V )
これを Eq(3.15)に代入すると，次式が得られる．
∂Es
∂t
.
= −∇ · (V Es)−∇ · q −∇ · (V p) +∇ · (π · V )
∂Es
∂t
.
= −∇ · [V (Es + p)]−∇ · q +∇ · (π · V ) (3.16)
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3.2.2 ベクトル表示
Eq(3.8)，Eq(3.12)，Eq(3.13)，Eq(3.16)をまとめると，
(a) 連続の式
∂ρ
∂t
+∇ · (ρV ) .= 0 (3.17)
(b) 運動方程式 (運動量の式)
∂(ρu)
∂t
.
= −∂p
∂x
−∇ · [(ρu)V ] + ∂
∂x
"
2µ
∂u
∂x
+ λD
#
+
∂
∂y
"
µ
Ã
∂u
∂y
+
∂v
∂x
!#
(3.18)
∂(ρv)
∂t
.
= −∂p
∂y
−∇ · [(ρv)V ] + ∂
∂x
"
µ
Ã
∂v
∂x
+
∂u
∂y
!#
+
∂
∂y
"
2µ
∂v
∂y
+ λD
#
(3.19)
(c) エネルギー方程式
∂Es
∂t
.
= −∇ · [V (Es + p)]−∇ · q +∇ · (π · V ) (3.20)
Eq(3.17)，Eq(3.18)，Eq(3.19)，Eq(3.20)をベクトル表示で表すと，
∂U
∂t
+
∂E
∂x
+
∂F
∂y
.
=
∂R
∂x
+
∂S
∂y
(3.21)
U =


ρ
ρu
ρv
Es


E =


ρu
ρu2 + p
ρuv
u(Es + p)


F =


ρv
ρuv
ρv2 + p
v(Es + p)


R =


0
λ(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
) + 2µ
∂u
∂x
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
u(λ(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
) + 2µ
∂u
∂x
) + vµ(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
) + k
∂T
∂x


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S =


0
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
λ(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
) + 2µ
∂v
∂y
uµ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
) + v(λ(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
) + 2µ
∂v
∂y
) + k
∂T
∂y


ここで，λ = κ− 2µ/3において，ストークスの仮説より κ = 0と置くと上記は次式となる．
∂U
∂t
+
∂E
∂x
+
∂F
∂y
.
=
∂R
∂x
+
∂S
∂y
(3.22)
U =


ρ
ρu
ρv
Es


E =


ρu
ρu2 + p
ρuv
u(Es + p)


F =


ρv
ρuv
ρv2 + p
v(Es + p)


R =


0
2
3
µ(2
∂u
∂x
− ∂v
∂y
)
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
2
3
µu(2
∂u
∂x
− ∂v
∂y
) + µv(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
) + k
∂T
∂x


=


0
τxx
τxy
τxxu+ τxyv + k
∂T
∂x


S =


0
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
2
3
µ(2
∂v
∂y
− ∂u
∂x
)
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)u+
2
3
µ(2
∂v
∂y
− ∂u
∂x
)v + k
∂T
∂y


=


0
τyx
τyy
τyxu+ τyyv + k
∂T
∂y


ただし，τxx，τxy，τyx，τyy については，3.4.1節で定義する τxx，τxy，τyx，τyy を用いる．
さらに，Eq(2.30)，Eq(2.31)，Eq(2.69)，Eq(2.70)を考慮すると，以下のようになる．
∂U
∂t
+
∂E
∂x
+
∂F
∂y
.
=
∂R
∂x
+
∂S
∂y
+Q (3.23)
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ここで,
U =


ρm
ρm · u
ρm · v
Es
ρm · ghom
ρm · nhom
ρm · ghet
ρm · khet


E =


ρm · u
ρm · u2 + p
ρm · u · v
u(Es + p)
ρm · ghom · u
ρm · nhom · u
ρm · ghet · u
ρm · khet · u


F =


ρm · v
ρm · u · v
ρm · v2 + p
v(Es + p)
ρm · ghom · v
ρm · nhom · v
ρm · ghet · v
ρm · khet · v


R =


0
2
3
µ(2
∂u
∂x
− ∂v
∂y
)
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
2
3
µu(2
∂u
∂x
− ∂v
∂y
) + µv(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
) + k
∂T
∂x
0
0
0
0


=


0
τxx
τxy
τxxu+ τxyv + k
∂T
∂x
0
0
0
0


S =


0
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
2
3
µ(2
∂v
∂y
− ∂u
∂x
)
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)u+
2
3
µ(2
∂v
∂y
− ∂u
∂x
)v + k
∂T
∂y
0
0
0
0


=


0
τyx
τyy
τyxu+ τyyv + k
∂T
∂y
0
0
0
0


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Q =


0
0
0
0
4π
3
· ρl
Ã
rc,hom
3 · Ihom + 3π · ρm · nhom · rhom2 · drhom
dt
!
Ihom
(1− z) · π
3
· (1− cos θ)2 · (2 + cos θ) · ρl·Ã
rc,het
3 · I˜het ·Ae · nhet + 3ρm · khet · rhet,core2 · drhet,core
dt
!
+z · 4π · ρl · nhet · rhet,drop2 · drhet,drop
dt
Ihet


これらの式において，ρm，u，vはそれぞれ混合気体の密度，x方向の速度成分，y方向の速度成
分，rcは臨界クラスター半径，小文字の cは局所平衡状態を示している．gは液相の質量比，pは混
合気体の圧力，Esは混合気体の単位体積当たりの全エネルギーで，
Es
.
= ρm · cp01 · T + 1
2
ρm(u2 + v2)− ρm · gtotal · L (3.24)
である．ただし，これは有次元の式で Lは凝縮潜熱，cp01は混合気体の定圧比熱である．
また，gtotalは均一核生成と非均一核生成による液相の質量比の和であり，次式となる．
gtotal = ghom + ghet (3.25)
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3.3 無次元保存形表示方程式
方程式を無次元化して計算するのは非常に便利である．なぜなら，問題を特徴づけるパラメータを
互いに独立に，変化させうるからである．圧縮性流れの式を無次元化するときは，非圧縮性の式より
も更に多くの変数を対象にしなければならない．流体の物性が一定でなく変化する場合を考えるとき
は，特に無次元化の対象になる変数が多い．そして無次元化の条件が異なれば，別の差分式ができる．
本節では，無次元保存系表示方程式とそのベクトル表示を示す．
3.3.1 無次元体系
本研究では各物性値の代表条件をよどみ値 f01とし，代表長さ L¯を用いて，次のように計算の無次
元化を行う．
x∗ =
x¯
L¯
, y∗ =
y¯
L¯
, u∗ =
u¯
u¯01
, v∗ =
v¯
u¯01
,
t∗ =
t¯
L¯
u¯01
, ρ∗ =
ρ¯
ρ¯01
, T ∗ =
T¯
T¯01
, p∗ =
p¯
(ρ¯01u¯201)
=
p¯
(γp¯01M012)
,
µ∗ =
µ¯
µ¯01
, e∗ =
e¯
u¯201
, E∗s =
E¯s
ρ¯01u¯201
, a∗ =
a¯
u¯01
, L∗ =
L¯
u¯201
(潜熱),
(λ∗ = κ¯∗ − 2µ¯∗/3, D∗ = ∂u¯∗/∂x¯∗ + ∂v¯∗/∂y¯∗)
r∗ =
r
L¯
, n∗hom =
n¯hom
R¯01 · T¯01
p¯01 · L¯3
, n∗het =
n¯het
1
L¯3
,
I∗hom =
I¯homp
R¯01 · T¯01
L¯4
, I˜∗het =
¯˜Ihetp
R¯01 · T¯01
L¯3
, k∗het =
k¯het
R¯01 · T¯01
p¯01 · L¯3
,
ここで代表速度 u¯01は，よどみ速度 u¯01 = 0となるため，よどみ点音速 a¯01を代表速度とする．した
がって，
p∗ = p¯/(ρ¯01a¯201) = p¯/(γp¯01) (3.26)
となる．
また，代表レイノルズ数は，
Re01 =
ρ¯01u¯01L¯
µ¯01
(3.27)
で定義され，代表プラントル数は，
Pr01 =
c¯p01µ¯01
k¯01
(3.28)
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代表マッハ数は，
M01 =
u¯01
a¯01
(3.29)
で定義される．本研究では代表速度 u¯01をよどみ音速a¯01としたため，代表マッハ数はM01 = 1．0で
ある．
3.3.2 無次元方程式
(a) 連続の式
∂ρ
∂t
+∇ · (ρV ) .= 0
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂x
+
∂(ρv)
∂y
.
= 0
∂(ρ∗ρ01)
∂(
L
u01
t∗)
+ (ρ∗ρ01
∂(u∗u01)
∂(Lx∗)
+ u∗u01
∂(ρ∗ρ01)
∂(Lx∗)
) + (ρ∗ρ01
∂(v∗u01)
∂(Ly∗)
+ v∗u01
∂(ρ∗ρ01)
∂(Ly∗)
)
.
= 0
u01
L
ρ01
∂ρ∗
∂t∗
+
u01
L
ρ01ρ∗
∂u∗
∂x∗
+
u01
L
ρ01u∗
∂ρ∗
∂x∗
+
u01
L
ρ01ρ∗
∂v∗
∂y∗
+
u01
L
ρ01v∗
∂ρ∗
∂y∗
.
= 0
∂ρ∗
∂t∗
+ ρ∗
∂u∗
∂x∗
+ u∗
∂ρ∗
∂x∗
+ ρ∗
∂v∗
∂y∗
+ v∗
∂ρ∗
∂y∗
.
= 0
∂ρ∗
∂t∗
+
∂(ρ∗u∗)
∂x∗
+
∂(ρ∗v∗)
∂y∗
.
= 0
∂ρ∗
∂t∗
+∇ · (ρ∗V ∗) = 0 (3.30)
(b) 運動方程式 (運動量の式)
x方向の運動方程式について考える．
ρ
Du
Dt
.
= −∂p
∂x
+
∂
∂x
"
2µ
∂u
∂x
+ λD
#
+
∂
∂y
"
µ
Ã
∂u
∂y
+
∂v
∂x
!#
∂(ρu)
∂t
.
= −∂p
∂x
−∇ · [(ρu)V ] + ∂
∂x
"
2µ
∂u
∂x
+ λD
#
+
∂
∂y
"
µ
Ã
∂u
∂y
+
∂v
∂x
!#
∂(ρu)
∂t
+
∂p
∂x
+
∂(ρuu)
∂x
+
∂(ρuv)
∂y
− ∂
∂x
"
2µ
∂u
∂x
+
Ã
κ− 2
3
µ
!Ã
∂u
∂x
+
∂v
∂y
!#
− ∂
∂y
"
µ
Ã
∂u
∂y
+
∂v
∂x
!#
.
= 0
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∂(u01u∗ρ01ρ∗)
∂(
L
u01
t∗)
+
∂(ρ01u201p
∗)
∂(x∗L)
+
∂(ρ01ρ∗u01u∗u01u∗)
∂(x∗L)
+
∂(ρ01ρ∗u01u∗u01v∗)
∂(y∗L)
− ∂
∂(x∗L)
"
2µ01µ
∗∂(u01u
∗)
∂(x∗L)
+ µ01
Ã
κ∗ − 2
3
µ∗
!Ã
∂(u01u∗)
∂(x∗L)
+
∂(u01v∗)
∂(y∗L)
!#
− ∂
∂(y∗L)
"
µ01µ
∗
Ã
∂(u01u∗)
∂(y∗L)
+
∂(u01v∗)
∂(x∗L)
!#
.
= 0
ρ01u201
L
"
∂(ρ∗u∗)
∂t∗
+
∂p∗
∂x∗
+
∂(ρ∗u∗u∗)
∂x∗
+
∂(ρ∗v∗u∗)
∂y∗
#
− µ01
L
u01
L
"
∂
∂x∗
Ã
2µ∗
∂u∗
∂x∗
+
Ã
κ∗ − 2
3
µ∗
!Ã
∂u∗
∂x∗
+
∂v∗
∂y∗
!!#
− µ01
L
u01
L
"
∂
∂y∗
Ã
µ∗
Ã
∂u∗
∂y∗
+
∂v∗
∂x∗
!!#
.
= 0
(3.31)
Eq(3.31)の第 1項の [ ]を Aと置くと，
ρ01u201
L
·A− µ01u01
L2
"
∂
∂x∗
Ã
2µ∗
∂u∗
∂x∗
+ λ∗D∗
!
+
∂
∂y∗
Ã
µ∗
Ã
∂u∗
∂y∗
+
∂v∗
∂x∗
!!#
.
= 0 (3.32)
ここで，Eq(3.32)の [ ]の部分をBと置き，全体を
ρ01u201
L
で割ると，
A− µ01
u01ρ01L
·B .= 0
µ01
u01ρ01L
は Eq(3.27)より
1
Re01
である．したがって，
∂(ρ∗u∗)
∂t∗
+
∂p∗
∂x∗
+
∂(ρ∗u∗u∗)
∂x∗
+
∂(ρ∗v∗u∗)
∂y∗
− 1
Re01
"
∂
∂x∗
Ã
2µ∗
∂u∗
∂x∗
+ λ∗D∗
!
+
∂
∂y∗
Ã
µ∗
Ã
∂u∗
∂y∗
+
∂v∗
∂x∗
!!#
= 0
まとめると x方向の運動方程式は以下のように示される．
∂(ρ∗u∗)
∂t∗
= −∂p
∗
∂x∗
−∇[(ρ∗u∗)V ∗]+ 1
Re01
"
∂
∂x∗
Ã
2µ∗
∂u∗
∂x∗
+λ∗D∗
!
+
∂
∂y∗
Ã
µ∗
Ã
∂u∗
∂y∗
+
∂v∗
∂x∗
!!#
(3.33)
y方向の運動方程式も同様にして，
∂(ρ∗v∗)
∂t∗
= −∂p
∗
∂y∗
−∇[(ρ∗v∗)V ∗]+ 1
Re01
"
∂
∂y∗
Ã
2µ∗
∂v∗
∂y∗
+λ∗D∗
!
+
∂
∂x∗
Ã
µ∗
Ã
∂v∗
∂x∗
+
∂u∗
∂y∗
!!#
(3.34)
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(c) エネルギー方程式
∂Es
∂t
.
= −∇ · [V (Es + p)]−∇ · q +∇ · (π · V )
∂Es
∂t
+∇ · (V Es) +∇ · q +∇ · (V p)−∇ · (π · V ) .= 0
まず最初に，上式の第 5項目について考える．
∇ · (π · V ) .= ∂π1
∂x
+
∂π2
∂y
ここで，
π1
.
= u(λD + 2µ
∂u
∂x
) + vµ(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
)
π2
.
= uµ(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
) + v(λD + 2µ
∂u
∂x
)
であり，ストークスの仮説 λ .= κ− 2µ/3より
∂π1
∂x
.
=
∂
∂x
"
u
(Ã
κ− 2
3
!Ã
∂u
∂x
+
∂v
∂y
!
+ 2µ
∂u
∂x
)
+ v
(
µ
Ã
∂v
∂x
+
∂u
∂y
!)#
.
=
∂
∂x
"
u
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂u
∂x
+ (µv)
∂v
∂x
#
+
∂
∂x
"Ã
κ− 2
3
µ
!
u
∂v
∂y
+ (µv)
∂u
∂y
#
.
=
∂
∂(x∗L)
"
u01u
∗
Ã
µ01κ∗ +
4
3
µ01µ
∗
!
∂(u01u∗)
∂(x∗L)
+ (u01v
∗µ01µ
∗)
∂(u01v∗)
∂(x∗L)
#
+
∂
∂(x∗L)
"Ã
µ01κ∗ −
2
3
µ01µ
∗
!
u01u
∗∂(u01v
∗)
∂(y∗L)
+ (u01v
∗µ01µ
∗)
∂(u01u∗)
∂(y∗L)
#
.
=
∂
∂(x∗L)
"Ã
u01µ01u
∗κ∗ +
4
3
u01µ01u
∗µ∗
!
∂(u01u∗)
∂(x∗L)
+ (u01µ01v
∗µ∗)
∂(u01v∗)
∂(x∗L)
#
+
∂
∂(x∗L)
"Ã
u01µ01u
∗κ∗ − 2
3
u01µ01u
∗µ∗
!
∂(u01v∗)
∂(y∗L)
+ (u01µ01v
∗µ∗)
∂(u01u∗)
∂(y∗L)
#
.
=
u201µ01
L2
"
∂
∂x∗
Ã
u∗
Ã
κ∗ +
4
3
µ∗
!
∂u∗
∂x∗
+ (µ∗v∗)
∂v∗
∂x∗
!
+
∂
∂x∗
Ã
u∗
Ã
κ∗ − 2
3
µ∗
!
∂v∗
∂y∗
+ (v∗µ∗)
∂u∗
∂y∗
!#
∂π2
∂x
.
=
∂
∂y
"
u
(
µ
Ã
∂v
∂x
+
∂u
∂y
!)
+ v
½µ
κ− 2
3
!Ã
∂u
∂x
+
∂v
∂y
!
+ 2µ
∂v
∂y
)#
.
=
∂
∂y
"Ã
κ+
4
3
µ
!
v
∂v
∂y
+ uµ
∂u
∂y
#
+
∂
∂y
"Ã
κ− 2
3
µ
!
v
∂u
∂x
+ (uµ)
∂v
∂x
#
.
=
∂
∂(y∗L)
"
u01v
∗
Ã
µ01κ∗ +
4
3
µ01µ
∗
!
∂(u01v∗)
∂(y∗L)
+ (u01u
∗µ01µ
∗)
∂(u01u∗)
∂(y∗L)
#
+
∂
∂(y∗L)
"Ã
µ01κ∗ −
2
3
µ01µ
∗
!
u01v
∗∂(u01u
∗)
∂(x∗L)
+ (u01u
∗µ01µ
∗)
∂(u01v∗)
∂(x∗L)
#
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.
=
u201µ01
L2
"
∂
∂y∗
Ã
v∗
Ã
κ∗ +
4
3
µ∗
!
∂v∗
∂y∗
+ (u∗µ∗)
∂u∗
∂y∗
!
+
∂
∂y∗
Ã
v∗
Ã
κ∗ − 2
3
µ∗
!
∂u∗
∂x∗
+ (u∗µ∗)
∂v∗
∂x∗
!#
この 2つをまとめて [ ]内をDと置く．
∇ · (π · V ) .= ∂π1
∂x
+
∂π2
∂y
.
=
u201µ01
L2
·D (3.35)
次に第 1,2項目 ∂Es/∂t+∇ · (V Es)について考える．
∂Es
∂t
+∇ · (V Es) .= ∂(ρ01u
2
01E
∗
s )
∂(
L
u01
t∗)
+
∂(u01u∗ρ01u201E
∗
s )
∂(x∗L)
+
∂(u01v∗ρ01u201E
∗
s )
∂(y∗L)
.
=
ρ01u301
L
∂E∗s
∂t∗
+
ρ01u301
L
"
∂(E∗su
∗)
∂x∗
+
∂(E∗sv
∗)
∂y∗
#
.
=
ρ01u301
L
"
∂E∗s
∂t∗
+
Ã
∂(E∗su
∗)
∂x∗
+
∂(E∗sv
∗)
∂y∗
!#
ここで上式の [ ]内を Aと置く．
∂Es
∂t
+∇ · (V Es) .= ρ01u
3
01
L
·A (3.36)
次に第 3項目∇ · qについて考える．ここで∇ · qは，
∇ · q .= ∂
∂x
Ã
− k∂T
∂x
!
+
∂
∂y
Ã
− k∂T
∂y
!
.
=
∂
∂(x∗L)
Ã
− k01k∗
∂(T01T ∗)
∂(x∗L)
!
+
∂
∂(y∗L)
Ã
− k01k∗
∂(T01T ∗)
∂(y∗L)
!
.
= −k01T01
L2
"
∂
∂x∗
Ã
k∗
∂T ∗
∂x∗
!
+
∂
∂y∗
Ã
k∗
∂T ∗
∂y∗
!#
上式の [ ]の中をBと置くと，
∇ · q .= k01T01
L2
·B (3.37)
次に第 4項目∇ · (V p)について考える．
∇ · (V p) .= ∂(up)
∂x
+
∂(vp)
∂y
.
=
∂(u01u∗ρ01u201p
∗)
∂(x∗L)
+
∂(u01v∗ρ01u201p
∗)
∂(y∗L)
.
=
u301ρ01
L
"
∂(u∗p∗)
∂x∗
+
∂(v∗p∗)
∂y∗
#
上式の [ ]の中を C と置くと，
∇ · (V p) .= u
3
01ρ01
L
· C (3.38)
これまでに導出した Eq(3.35) ∼ Eq(3.38)をエネルギー方程式に代入すると，
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ρ01u301
L
·A− k01T01
L2
·B + u
3
01ρ01
L
· C − u
2
01µ01
L2
·D .= 0
A− k01T01
ρ01u301L
·B + C − µ01
ρ01u01L
·D .= 0
上式の
1
N
=
k01T01
ρ01u301L
について考える．
1
N
=
k01T01
ρ01u301L
=
µ01
u01Lρ01
k01T01
µ01u201
=
µ01
u01Lρ01
k01T01
µ01M201a
2
01
ここで，音速 a201を，比熱比 γ01，定圧比熱 cp01，定容比熱 cv01，ガス定数 <01で示すと
a01 =
p
γ01<01T01
a201 = γ01<01T01 = γ01(cp01 − cv01)T01 = γ01
Ã
cp01 −
cp01
γ01
!
T01 = cp01(γ01 − 1)T01
したがって，
1
N
=
µ01
u01Lρ01
k01T01
µ01M201cp01(γ01 − 1)T01
=
µ01
u01Lρ01
k01
cp01µ01
1
M201(γ01 − 1)
ここで，代表レイノルズ数 Re01 = (u01Lρ01)/µ01,代表プラントル数 Pr01 = (cp01µ01)/k01 を用い
ると，
1
N
=
1
Re01
1
Pr01
1
M201(γ01 − 1)
=
1
Re01Pr01M201(γ01 − 1)
以上より，次式となる．
A− 1
N
·B + C − 1
Re01
·D = 0
∂E∗s
∂t∗
+
∂(E∗su
∗)
∂x∗
+
∂(E∗sv
∗)
∂y∗
− 1
N
"
∂
∂x∗
Ã
k∗
∂T ∗
∂x∗
!
+
∂
∂y∗
Ã
k∗
∂T ∗
∂y∗
!#
+
∂(u∗p∗)
∂x∗
+
∂(v∗p∗)
∂y∗
− 1
Re01
"
∂
∂x∗
Ã
u∗
Ã
κ∗ +
4
3
µ∗
!
∂u∗
∂x∗
+ (µ∗v∗)
∂v∗
∂x∗
!
+
∂
∂x∗
Ã
u∗
Ã
κ∗ − 2
3
µ∗
!
∂v∗
∂y∗
+ (v∗µ∗)
∂u∗
∂y∗
!
+
∂
∂y∗
Ã
v∗
Ã
κ∗ +
4
3
µ∗
!
∂v∗
∂y∗
+ (u∗µ∗)
∂u∗
∂y∗
!
+
∂
∂y∗
Ã
v∗
Ã
κ∗ − 2
3
µ∗
!
∂u∗
∂x∗
+ (u∗µ∗)
∂v∗
∂x∗
!#
= 0 (3.39)
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簡単のためにすべての ∗をはずしてまとめると，
(a) 連続の式
∂ρ
∂t
+∇ · (ρV ) = 0 (3.40)
(b) 運動方程式
∂(ρu)
∂t
= −∂p
∂x
−∇[(ρu)V ] + 1
Re01
"
∂
∂x
Ã
2µ
∂u
∂x
+ λD
!
+
∂
∂y
Ã
µ
Ã
∂u
∂y
+
∂v
∂x
!!#
(3.41)
∂(ρv)
∂t
= −∂p
∂y
−∇[(ρv)V ] + 1
Re01
"
∂
∂x
Ã
µ
Ã
∂v
∂x
+
∂u
∂y
!!
+
∂
∂y
Ã
2µ
∂v
∂y
+ λD
!#
(3.42)
(c) エネルギー方程式
∂Es
∂t
+
Ã
∂(Esu)
∂x
+
∂(Esv)
∂y
!
− 1
N
"
∂
∂x
Ã
k
∂T
∂x
!
+
∂
∂y
Ã
k
∂T
∂y
!#
+
∂(up)
∂x
+
∂(vp)
∂y
− 1
Re01
"
∂
∂x
Ã
u
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂u
∂x
+ (µv)
∂v
∂x
!
+
∂
∂x
Ã
u
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂v
∂y
+ (vµ)
∂u
∂y
!
+
∂
∂y
Ã
v
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂v
∂y
+ (uµ)
∂u
∂y
!
+
∂
∂y
Ã
v
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂u
∂x
+ (uµ)
∂v
∂x
!#
= 0 (3.43)
ここで，
1
N
k
∂T
∂x
=
k
Pr01 ·Re01 ·M201 · (γ01 − 1)
∂T
∂x
(3.44)
・補足
熱伝導率 kは次式となる．
k¯ =
¯cp01µ¯
P¯ r
0
01
(with dimension)
上式の Pr
0
01と cp01は，実際は温度，圧力の関数であり，Pr(p, T )と cp(p, T )であるが，本計算で
はそれぞれ定数と考えているので Pr
0
01 = Pr01，cp01 = cp01となる．前述した式 (3.28)の Pr01の式
とは意味が異なるためこのように表記を変えている．上式を無次元化すると，
k =
k¯
k¯01
=
¯cp01µ
P¯ r
0
01
µ¯01
k¯01
(without dimension)
ここで，前述した式を下記のように変形する．
1
N
k
∂T
∂x
=
1
Pr01
1
Re01M201(γ01 − 1)
Ã
k
∂T
∂x
!
=
k¯01
¯cp01µ¯01
1
Re01M201(γ01 − 1)
Ã
k
∂T
∂x
!
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上式に kを代入すると Eq(3.44)は次式となる．
1
N
k
∂T
∂x
=
k¯01
¯cp01µ¯01
1
Re01M201(γ01 − 1)
Ã
¯cp01µµ¯01
Pr
0
01k¯01
∂T
∂x
!
=
1
Re01
"
µ
Pr
0
01M
2
01(γ01 − 1)
∂T
∂x
#
本研究では，代表マッハ数M01 = 1.0より，次式となる．
1
N
k
∂T
∂x
=
1
Re01
"
µ
Pr
0
01(γ01 − 1)
∂T
∂x
#
3.3.3 ベクトル表示
Eq(3.40)，Eq(3.41)，Eq(3.42)，Eq(3.43) と
1
N
k
∂T
∂x
の関係をまとめると，
∂U
∂t
+
∂E
∂x
+
∂F
∂y
=
1
Re01
(
∂R
∂x
+
∂S
∂y
)
U =


ρ
ρu
ρv
Es


E =


ρu
ρu2 + p
ρuv
u(Es + p)


F =


ρv
ρuv
ρv2 + p
v(Es + p)


R =


0
λ(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
) + 2µ
∂u
∂x
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
u(λ(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
) + 2µ
∂u
∂x
) + vµ(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
) +
µ
(γ01 − 1)Pr001
∂T
∂x


S =


0
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
λ(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
) + 2µ
∂v
∂y
uµ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
) + v(λ(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
) + 2µ
∂v
∂y
) +
µ
(γ01 − 1)Pr001
∂T
∂y


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ここで，λ = κ− 2µ/3において，ストークスの仮定 κ = 0と置くと上記は次式となる．なお，計
算には次式を用いた．
∂U
∂t
+
∂E
∂x
+
∂F
∂y
=
1
Re01
(
∂R
∂x
+
∂S
∂y
) (3.45)
U =


ρ
ρu
ρv
Es


E =


ρu
ρu2 + p
ρuv
u(Es + p)


F =


ρv
ρuv
ρv2 + p
v(Es + p)


R =


0
2
3
µ(2
∂u
∂x
− ∂v
∂y
)
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
2
3
µu(2
∂u
∂x
− ∂v
∂y
) + µv(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
) +
µ
(γ01 − 1)Pr001
∂T
∂x


=


0
τxx
τxy
τxxu+ τxyv +
µ
(γ01 − 1)Pr001
∂T
∂x


S =


0
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
2
3
µ(2
∂v
∂y
− ∂u
∂x
)
uµ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
) +
2
3
µ(2
∂v
∂y
− ∂u
∂x
)v +
µ
(γ01 − 1)Pr001
∂T
∂y


=


0
τyx
τyy
τyxu+ τyyv +
µ
(γ01 − 1)Pr001
∂T
∂y


ただし，τxx，τxy，τyx，τyy については 3.4.1節で定義する τxx，τxy，τyx，τyy を用いる．
さらに，凝縮に関する 4式を考慮すると，以下のように示される．ここで，凝縮に関する 4式の無
次元表示は，有次元の形と同じである．
∂U
∂t
+
∂E
∂x
+
∂F
∂y
=
1
Re01
Ã
∂R
∂x
+
∂S
∂y
!
+Q (3.46)
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ここで,
U =


ρm
ρm · u
ρm · v
Es
ρm · ghom
ρm · nhom
ρm · ghet
ρm · khet


E =


ρm · u
ρm · u2 + p
ρm · u · v
u(Es + p)
ρm · ghom · u
ρm · nhom · u
ρm · ghet · u
ρm · khet · u


F =


ρm · v
ρm · u · v
ρm · v2 + p
v(Es + p)
ρm · ghom · v
ρm · nhom · v
ρm · ghet · v
ρm · khet · v


R =


0
2
3
µ(2
∂u
∂x
− ∂v
∂y
)
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
2
3
µu(2
∂u
∂x
− ∂v
∂y
) + µv(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
) +
µ
(γ01 − 1)Pr001
∂T
∂x
0
0
0
0


=


0
τxx
τxy
τxxu+ τxyv +
µ
(γ01 − 1)Pr001
∂T
∂x
0
0
0
0


S =


0
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
2
3
µ(2
∂v
∂y
− ∂u
∂x
)
uµ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
) +
2
3
µ(2
∂v
∂y
− ∂u
∂x
)v +
µ
(γ01 − 1)Pr001
∂T
∂y
0
0
0
0


=


0
τyx
τyy
τyxu+ τyyv +
µ
(γ01 − 1)Pr001
∂T
∂y
0
0
0
0


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Q =


0
0
0
0
4π
3
· ρl
Ã
rc,hom
3 · Ihom + 3π · ρm · nhom · rhom2 · drhom
dt
!
Ihom
(1− z) · π
3
· (1− cos θ)2 · (2 + cos θ) · ρl·Ã
rc,het
3 · I˜het ·Ae · nhet + 3ρm · khet · rhet,core2 · drhet,core
dt
!
+z · 4π · ρl · nhet · rhet,drop2 · drhet,drop
dt
Ihet


3.3.4 補足関係式の無次元化
ここでは，すべて凝縮がない場合の式である．
(a) 有次元
理想気体の状態方程式は次式である．
p¯ = ρ¯<¯T¯ (3.47)
ここで，<¯はガス定数である．本研究では <¯は温度依存性がない定数として考えているので，
p¯ = ρ¯<¯01T¯ (3.48)
また，
<¯01 = c¯p01 − c¯v01 (3.49)
の関係がある．内部エネルギー e¯は，次式となる．
e¯ = c¯v01T¯ (3.50)
以上を状態方程式に代入すると，次式となる．
p¯ = ρ¯
(c¯p01 − c¯v01)
c¯v01
e¯ = ρ¯e¯(γ01 − 1) (3.51)
但し，
e¯s = e¯+
1
2
(u¯2 + v¯2) (3.52)
よって，p¯は次式となる．
p¯ =
"
E¯s −
1
2
ρ¯(u¯2 + v¯2)
#
(γ01 − 1) (3.53)
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(b) 無次元
Eq(3.53)を無次元化すると次式となる．
(ρ¯01u¯012)p = [(ρ¯01u¯012)Es −
1
2
ρ¯01ρ(u¯012u2 + u¯012v2)](γ01 − 1) (3.54)
p =
"
Es −
1
2
ρ(u2 + v2)
#
(γ01 − 1) (3.55)
内部エネルギー e¯の無次元化は，下記に示す通りである．
e¯ = ¯cv01T¯ より
e¯
u¯012
= eなので，u¯012を右辺に移行し無次元化した内部エネルギーの式は次式とな
る．ここで，式の変形は，有次元式 a .=
√
γ<T 及び cv .= <γ − 1 の関係式を用いた．
e =
¯cv01T¯
u¯012
=
¯cv01T T¯01
a¯201M
2
01
=
¯cv01T¯01
γ01<¯01T¯01
T
M201
=
T
γ01(γ01 − 1)
1
M201
(3.56)
よって，温度 T は次式となる．
T = γ01(γ01 − 1)M201e = γ01(γ01 − 1)M201
(
es −
1
2
(u2 + v2)
)
(3.57)
Eq(3.57)の括弧内に ρを掛け，更に Eq(3.55)より，
T = γ01
1
ρ
(γ01 − 1)M201
(
Es −
1
2
ρ(u2 + v2)
)
=
γ01M201p
ρ
(3.58)
となる．ここで音速 aは，a¯ =
rγp
ρ
より無次元化すると，
au¯01 =
s
γpρ¯01u¯012
ρρ¯01
(3.59)
a =
r
γp
ρ
=
√
T
M01
...Eq(3.58) (3.60)
よって無次元マッハ数M は次式となる．ここで U は無次元の速度 (u, v)の大きさ U =
√
u2 + v2を
示す．また Eq3.60より，
M =
U
a
=M01
q
(u2 + v2)/T (3.61)
またエネルギーについては Eq(3.58)を変形すると，
Es =
ρT
γ01(γ01 − 1)M201
+
1
2
ρ(u2 + v2) (3.62)
Eq(3.56)より無次元化内部エネルギーは，
e =
T
γ01(γ01 − 1)
1
M201
(3.63)
ここで無次元化内部エネルギーの式において，有次元と同じように以下の式が成り立つと考える．
e = cvT (3.64)
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したがって，無次元化定容比熱は次式となる．
cv =
1
γ01(γ01 − 1)M201
(3.65)
また Eq(3.64)より，T は次式となる．
T =
e
cv
=
1
cv
[
Es
ρ
− 1
2
(u2 + v2)] (3.66)
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3.4 座標変換
流れのシミュレーションを行う場合，物体形状や流れ場の形が単純であれば，デカルト座標を用い
て計算ができる．また，円筒形などの場合は，いわゆる円筒座標系を利用すればよい．しかし，実際
に解きたい流れ場の多くは，航空機周りやエンジン内部など大変複雑なものであることが多い．流体
力学の解析には昔から等角写像が用いられてきた．解析解が既知の流れ場の結果を利用して，それと
異なった流れ場の解を等角写像によって遷音速のポテンシャル流れの解法が数多く報告された．これ
らの研究では，2次元の翼型まわりの流れ場を，円の中やその外部の流れに等角写像によって座標変
換し，計算格子を単純なものにすることで計算を可能にした．このような解析的な座標変換に対し
て，Stegerらは 1978年にこの座標変換を数値的に行うことを提案し，圧縮性の Navier-Stokesを用
いて 2次元翼型周りの遷音速流れを解いた (65)．以後，ここで提案された物体適合座標 (body-fitted
coordinate system)，一般的には一般座標 (generalized coordinate system)の考えは，基礎的な流れ
場解析を除いて，多くの流体シミュレーション分野に広がっている．
本章では，一般座標変換を行った方程式とそのベクトル表示を示す．
3.4.1 凝縮無しの場合の一般座標変換
A. スカラー方程式における一般座標変換
(a) 連続の式
∂ρ
∂t
+∇・(ρV ) = 0
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂ξ
∂ξ
∂x
+
∂(ρu)
∂η
∂η
∂x
+
∂(ρv)
∂ξ
∂ξ
∂y
+
∂(ρv)
∂η
∂η
∂y
= 0
上式に ξ，ηを代入する．
∂ρ
∂t
+
1
J
∂(ρu)
∂ξ
∂y
∂η
− 1
J
∂(ρu)
∂η
∂y
∂ξ
− 1
J
∂(ρv)
∂ξ
∂x
∂η
+
1
J
∂(ρv)
∂η
∂x
∂ξ
= 0
全体に J をかける．
J
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂ξ
∂y
∂η
− ∂(ρu)
∂η
∂y
∂ξ
− ∂(ρv)
∂ξ
∂x
∂η
+
∂(ρv)
∂η
∂x
∂ξ
= 0
J
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂ξ
yη −
∂(ρu)
∂η
yξ −
∂(ρv)
∂ξ
xη +
∂(ρv)
∂η
xξ = 0
J
∂ρ
∂t
+
"
∂(ρu)
∂ξ
yη −
∂(ρv)
∂ξ
xη
#
+
"
∂(ρv)
∂η
xξ −
∂(ρu)
∂η
yξ
#
= 0
J
∂ρ
∂t
+
∂
∂ξ
[ρuyη − ρvxη] +
∂
∂η
[ρvxξ − ρuyξ] = 0
J
∂ρ
∂t
+ J
∂
∂ξ
[ρ(ξxu+ ξyv)] + J
∂
∂η
[ρ(ηxu+ ηyv)] = 0
ここで，反変速度 U，V を考えると，

 U
V

 =

 ξx ξy
ηx ηy



 u
v


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U = ξxu+ ξyv (3.67)
V = ηxu+ ηyv (3.68)
したがって，連続の式を一般座標変換した式は次式となる．
J
∂ρ
∂t
+ J
∂
∂ξ
(ρU) + J
∂
∂η
(ρV ) = 0
(b) 運動方程式
∂(ρu)
∂t
= −∂p
∂x
− ∂(ρuu)
∂x
− ∂(ρuv)
∂y
+
1
Re0
"
∂
∂x
Ã
2µ
∂u
∂x
+ λ
Ã
∂u
∂x
+
∂v
∂y
!!
− ∂
∂y
Ã
µ
Ã
∂u
∂y
+
∂v
∂x
!!#
移項を行うと，
∂(ρu)
∂t
+
∂p
∂x
+
∂(ρuu)
∂x
+
∂(ρuv)
∂y
=
1
Re0
"
∂
∂x
Ã
2µ
∂u
∂x
+ λ
Ã
∂u
∂x
+
∂v
∂y
!!
− ∂
∂y
Ã
µ
Ã
∂u
∂y
+
∂v
∂x
!!#
まず，上式の左辺について考える．
左辺 =
∂(ρu)
∂t
+
∂p
∂ξ
∂ξ
∂x
+
∂p
∂η
∂η
∂x
+
∂(ρuu)
∂ξ
∂ξ
∂x
+
∂(ρuu)
∂η
∂η
∂x
+
∂(ρuv)
∂ξ
∂ξ
∂y
+
∂(ρuv)
∂η
∂η
∂y
これを ξ, ηを代入すると，
左辺 =
∂(ρu)
∂t
+
1
J
∂p
∂ξ
∂y
∂η
− 1
J
∂p
∂η
∂y
∂ξ
+
1
J
∂y
∂η
∂(ρuu)
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂(ρuu)
∂η
− 1
J
∂x
∂η
∂(ρuv)
∂ξ
+
1
J
∂x
∂ξ
∂(ρuv)
∂η
(3.69)
次に右辺を P，Qで以下のようにして考える．
右辺 =
1
Re0
"
∂P
∂x
− ∂Q
∂y
#
P = 2µ
∂u
∂x
+ λ
Ã
∂u
∂x
+
∂v
∂y
!
Q = µ
Ã
∂u
∂y
+
∂v
∂x
!
P について考える．
P = 2µ
Ã
∂u
∂ξ
∂ξ
∂x
+
∂u
∂η
∂η
∂x
!
+ λ
Ã
∂u
∂ξ
∂ξ
∂x
+
∂u
∂η
∂η
∂x
+
∂v
∂ξ
∂ξ
∂y
+
∂v
∂η
∂η
∂y
!
= 2µ
Ã
1
J
∂u
∂ξ
∂y
∂η
− 1
J
∂u
∂η
∂y
∂ξ
!
+ λ
Ã
1
J
∂u
∂ξ
∂y
∂η
− 1
J
∂u
∂η
∂y
∂ξ
− 1
J
∂v
∂ξ
∂x
∂η
+
1
J
∂v
∂η
∂x
∂ξ
!
ここで全体 (ただし
∂
∂x
のみ考慮)を座標変換する．
∂P
∂x
=
∂P
∂ξ
∂ξ
∂x
+
∂P
∂η
∂η
∂x
=
1
J
∂P
∂ξ
∂y
∂η
− 1
J
∂P
∂η
∂y
∂ξ
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次にQについて考える．
Q = µ
Ã
∂u
∂ξ
∂ξ
∂y
+
∂u
∂η
∂η
∂y
+
∂v
∂ξ
∂ξ
∂x
+
∂v
∂η
∂η
∂x
!
= µ
Ã
− 1
J
∂u
∂ξ
∂x
∂η
+
1
J
∂u
∂η
∂x
∂ξ
+
1
J
∂v
∂ξ
∂y
∂η
− 1
J
∂v
∂η
∂y
∂ξ
!
ここで全体 (ただし
∂
∂y
のみ考慮)を座標変換する．
∂Q
∂y
=
∂Q
∂ξ
∂ξ
∂y
+
∂Q
∂η
∂η
∂y
= − 1
J
∂Q
∂ξ
∂x
∂η
+
1
J
∂Q
∂η
∂x
∂ξ
これまでに導出したもの Eq(3.69)∼Eq(3.4.1)を合わせると，
∂(ρu)
∂t
+
1
J
∂y
∂η
∂p
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂p
∂η
+
1
J
∂y
∂η
∂(ρuu)
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂(ρuu)
∂η
− 1
J
∂x
∂η
∂(ρuv)
∂ξ
+
1
J
∂x
∂ξ
∂(ρuv)
∂η
=
1
Re0
"
1
J
∂y
∂η
∂
∂ξ
Ã
2µ
Ã
1
J
∂u
∂ξ
∂y
∂η
− 1
J
∂y
∂ξ
∂u
∂η
!
+ λ
Ã
1
J
∂y
∂η
∂u
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂u
∂η
− 1
J
∂x
∂η
∂v
∂ξ
+
1
J
∂v
∂η
∂x
∂ξ
!!
− 1
J
∂y
∂ξ
∂
∂η
Ã
2µ
Ã
1
J
∂u
∂ξ
∂y
∂η
− 1
J
∂y
∂ξ
∂u
∂η
!
+ λ
Ã
1
J
∂y
∂η
∂u
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂u
∂η
− 1
J
∂x
∂η
∂v
∂ξ
+
1
J
∂v
∂η
∂x
∂ξ
!!
+
1
J
∂x
∂ξ
∂
∂η
ÃÃ
− 1
J
∂u
∂ξ
∂x
∂η
+
1
J
∂u
∂η
∂x
∂ξ
+
1
J
∂v
∂ξ
∂y
∂η
− 1
J
∂v
∂η
∂y
∂ξ
!
µ
!
− 1
J
∂x
∂η
∂
∂ξ
ÃÃ
− 1
J
∂u
∂ξ
∂x
∂η
+
1
J
∂u
∂η
∂x
∂ξ
+
1
J
∂v
∂ξ
∂y
∂η
− 1
J
∂v
∂η
∂y
∂ξ
!
µ
!#
連続の式と同様に全体に J をかけて整理すると，
J
∂
∂t
(ρu) + J
∂
∂ξ
(ρuU + ξxp) + J
∂
∂η
(ρuV + ηxp) =
1
Re0
"
J
∂
∂ξ
(ξxτxx + ξyτxy) + J
∂
∂η
(ηxτxy + ηyτxx)
#
次に y方向は x方向の場合と同様にして，
∂(ρv)
∂t
+
1
J
∂x
∂ξ
∂p
∂η
− 1
J
∂x
∂η
∂p
∂ξ
+
1
J
∂x
∂ξ
∂(ρvv)
∂η
− 1
J
∂x
∂η
∂(ρuu)
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂(ρuv)
∂η
+
1
J
∂y
∂η
∂(ρvv)
∂ξ
=
1
Re0
"
1
J
∂x
∂ξ
∂
∂η
Ã
2µ
Ã
1
J
∂x
∂ξ
∂v
∂η
− 1
J
∂v
∂ξ
∂x
∂η
!
+ λ
Ã
1
J
∂y
∂η
∂u
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂u
∂η
− 1
J
∂x
∂η
∂v
∂ξ
+
1
J
∂v
∂η
∂x
∂ξ
!!
− 1
J
∂x
∂η
∂
∂ξ
Ã
2µ
Ã
1
J
∂x
∂ξ
∂v
∂η
− 1
J
∂v
∂ξ
∂x
∂η
!
+ λ
Ã
1
J
∂y
∂η
∂u
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂u
∂η
− 1
J
∂x
∂η
∂v
∂ξ
+
1
J
∂v
∂η
∂x
∂ξ
!!
+
1
J
∂y
∂η
∂
∂ξ
ÃÃ
− 1
J
∂u
∂ξ
∂x
∂η
+
1
J
∂u
∂η
∂x
∂ξ
+
1
J
∂v
∂ξ
∂y
∂η
− 1
J
∂v
∂η
∂y
∂ξ
!
µ
!
− 1
J
∂y
∂ξ
∂
∂η
ÃÃ
− 1
J
∂u
∂ξ
∂x
∂η
+
1
J
∂u
∂η
∂x
∂ξ
+
1
J
∂v
∂ξ
∂y
∂η
− 1
J
∂v
∂η
∂y
∂ξ
!
µ
!#
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全体に J をかけて整理すると，運動方程式を一般座標変換した式は次式となる．
J
∂
∂t
(ρv) + J
∂
∂ξ
(ρvU + ξyp) + J
∂
∂η
(ρvV + ηyp) =
1
Re0
"
J
∂
∂ξ
(ξxτxy + ξyτyy) + J
∂
∂η
(ηxτyy + ηyτxy)
#
(c) エネルギー方程式
∂Es
∂t
+
Ã
∂(Esu)
∂x
+
∂(Esv)
∂y
!
− 1
N
"
∂
∂x
Ã
k
∂T
∂x
!
+
∂
∂y
Ã
k
∂T
∂y
!#
+
∂(up)
∂x
+
∂(vp)
∂y
− 1
Re0
"
∂
∂x
"
u
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂u
∂x
+ (vµ)
∂v
∂x
#
+
∂
∂x
"
u
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂v
∂y
+ (vµ)
∂u
∂y
#
+
∂
∂y
"
v
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂v
∂y
+ (uµ)
∂u
∂y
#
+
∂
∂y
"
v
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂u
∂x
+ (uµ)
∂v
∂x
##
= 0
1
Re0
以前の部分を考える．
∂Es
∂t
+
∂(Esu)
∂x
+
∂(Esv)
∂y
− 1
N
"
∂
∂x
Ã
k
∂T
∂x
!
+
∂
∂y
Ã
k
∂T
∂y
!#
+
∂(up)
∂x
+
∂(vp)
∂y
=
∂Es
∂t
+
∂(Esu)
∂ξ
∂ξ
∂x
+
∂(Esu)
∂η
∂η
∂x
+
∂(Esv)
∂ξ
∂ξ
∂y
+
∂(Esv)
∂η
∂η
∂y
− 1
N
"
∂
∂x
Ã
k
∂T
∂ξ
∂ξ
∂x
+ k
∂T
∂η
∂η
∂x
!
+
∂
∂y
Ã
k
∂T
∂ξ
∂ξ
∂y
+ k
∂T
∂η
∂η
∂y
!#
+
∂(up)
∂ξ
∂ξ
∂x
+
∂(up)
∂η
∂η
∂x
+
∂(vp)
∂ξ
∂ξ
∂y
+
∂(vp)
∂η
∂η
∂y
=
∂Es
∂t
+
1
J
∂y
∂η
∂(Esu)
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂(Esu)
∂η
− 1
J
∂x
∂η
∂(Esv)
∂ξ
+
1
J
∂x
∂ξ
∂(Esv)
∂η
− 1
N
"
1
J
∂y
∂η
∂
∂ξ
Ã
1
J
k
∂y
∂η
∂T
∂ξ
− 1
J
k
∂y
∂ξ
∂T
∂η
!
− 1
J
∂y
∂ξ
∂
∂η
Ã
1
J
k
∂y
∂η
∂T
∂ξ
− 1
J
k
∂y
∂ξ
∂T
∂η
!
− 1
J
∂x
∂η
∂
∂ξ
Ã
− 1
J
k
∂x
∂η
∂T
∂ξ
+
1
J
k
∂x
∂ξ
∂T
∂η
!
+
1
J
∂x
∂ξ
∂
∂η
Ã
− 1
J
k
∂x
∂η
∂T
∂ξ
+
1
J
k
∂x
∂ξ
∂T
∂η
!#
+
1
J
∂y
∂η
∂(up)
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂(up)
∂η
− 1
J
∂x
∂η
∂(vp)
∂ξ
+
1
J
∂x
∂ξ
∂(vp)
∂η
次に
1
Re0
以下の部分を
∂
∂x
と
∂
∂y
の二つの部分に分けて考える．まず初めに
∂
∂x
の方を考えると，
∂
∂x
"
u
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂u
∂x
+ (vµ)
∂v
∂x
#
+
∂
∂x
"
u
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂v
∂y
+ (vµ)
∂u
∂y
#
(3.70)
Eq(3.70)の始めの [ ]の中を E，後ろの [ ]の中を F と置くと，
E =
1
J
u
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂y
∂η
∂u
∂ξ
− 1
J
u
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂y
∂ξ
∂u
∂η
+
1
J
(vµ)
∂y
∂η
∂v
∂ξ
− 1
J
(vµ)
∂y
∂ξ
∂v
∂η
F = − 1
J
u
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂x
∂η
∂v
∂ξ
+
1
J
u
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂x
∂ξ
∂v
∂η
− 1
J
(vµ)
∂x
∂η
∂u
∂ξ
+
1
J
(vµ)
∂x
∂ξ
∂u
∂η
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∂E
∂x
=
1
J
∂y
∂η
∂E
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂E
∂η
∂F
∂x
=
1
J
∂y
∂η
∂F
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂F
∂η
次に後ろの
∂
∂y
の部分について考える．
∂
∂y
"
v
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂v
∂y
+ (uµ)
∂u
∂y
#
+
∂
∂y
"
v
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂u
∂x
+ (uµ)
∂v
∂x
#
上の始めの [ ]の中をG，後ろの [ ]の中をH と置くと，
G = − 1
J
v
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂v
∂ξ
∂x
∂η
+
1
J
v
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂v
∂η
∂x
∂ξ
− 1
J
(uµ)
∂u
∂ξ
∂x
∂η
+
1
J
(uµ)
∂x
∂ξ
∂u
∂η
H =
1
J
v
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂y
∂η
∂u
∂ξ
− 1
J
v
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂y
∂ξ
∂u
∂η
+
1
J
(uµ)
∂y
∂η
∂v
∂ξ
− 1
J
(uµ)
∂y
∂ξ
∂v
∂η
∂G
∂y
= − 1
J
∂x
∂η
∂G
∂ξ
+
1
J
∂x
∂ξ
∂G
∂η
∂H
∂y
= − 1
J
∂x
∂η
∂H
∂ξ
+
1
J
∂x
∂ξ
∂H
∂η
以上これら全てを合わせると，エネルギー方程式は，
∂Es
∂t
+
1
J
∂y
∂η
∂(Esu)
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂(Esu)
∂η
− 1
J
∂x
∂η
∂(Esv)
∂ξ
+
1
J
∂x
∂ξ
∂(Esv)
∂η
− 1
N
"
1
J
∂y
∂η
∂
∂ξ
Ã
1
J
k
∂y
∂η
∂T
∂ξ
− 1
J
k
∂y
∂ξ
∂T
∂η
!
− 1
J
∂y
∂ξ
∂
∂η
Ã
1
J
k
∂y
∂η
∂T
∂ξ
− 1
J
k
∂y
∂ξ
∂T
∂η
!
− 1
J
∂x
∂η
∂
∂ξ
Ã
− 1
J
k
∂x
∂η
∂T
∂ξ
+
1
J
k
∂x
∂ξ
∂T
∂η
!
+
1
J
∂x
∂ξ
∂
∂η
Ã
− 1
J
k
∂x
∂η
∂T
∂ξ
+
1
J
k
∂x
∂ξ
∂T
∂η
!#
+
1
J
∂y
∂η
∂(up)
∂ξ
− 1
J
∂y
∂ξ
∂(up)
∂η
− 1
J
∂x
∂η
∂(vp)
∂ξ
+
1
J
∂x
∂ξ
∂(vp)
∂η
− 1
Re0
"
1
J
Ã
∂y
∂η
∂
∂ξ
− ∂y
∂ξ
∂
∂η
!
Ã
1
J
u
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂y
∂η
∂u
∂ξ
− 1
J
u
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂y
∂ξ
∂u
∂η
+
1
J
(vµ)
∂y
∂η
∂v
∂ξ
− 1
J
(vµ)
∂y
∂ξ
∂v
∂η
!
+
1
J
Ã
∂y
∂η
∂
∂ξ
− ∂y
∂ξ
∂
∂η
!
Ã
− 1
J
u
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂x
∂η
∂v
∂ξ
+
1
J
u
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂x
∂ξ
∂v
∂η
− 1
J
(vµ)
∂x
∂η
∂u
∂ξ
+
1
J
(vµ)
∂x
∂ξ
∂u
∂η
!
+
1
J
Ã
∂x
∂ξ
∂
∂η
− ∂x
∂η
∂
∂ξ
!
Ã
− 1
J
v
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂v
∂ξ
∂x
∂η
+
1
J
v
Ã
κ+
4
3
µ
!
∂v
∂η
∂x
∂ξ
− 1
J
(uµ)
∂u
∂ξ
∂x
∂η
+
1
J
(uµ)
∂x
∂ξ
∂u
∂η
!
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+
1
J
Ã
∂x
∂ξ
∂
∂η
− ∂x
∂η
∂
∂ξ
!
Ã
1
J
v
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂y
∂η
∂u
∂ξ
− 1
J
v
Ã
κ− 2
3
µ
!
∂y
∂ξ
∂u
∂η
+
1
J
(uµ)
∂y
∂η
∂v
∂ξ
− 1
J
(uµ)
∂y
∂ξ
∂v
∂η
!#
= 0
J をかけて整理すると，エネルギー方程式を一般座標変換した式は次式となる．
J
∂Es
∂t
+ J
∂
∂ξ
((Es + p)U) + J
∂
∂η
((Es + p)V ) =
1
Re0
"
J
∂
∂ξ
(ξxα+ ξyβ) + J
∂
∂η
(ηxα+ ηyβ)
#
ここで，
α = uτxx + vτxy +
µ
(γ0 − 1)Pr00
Tx (3.71)
β = uτxy + vτyy +
µ
(γ0 − 1)Pr00
Ty (3.72)
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B. システム方程式における一般座標変換
(a) 一般曲座標系オイラー方程式
デカルト座標系においてベクトル形式で表された 2次元オイラー方程式 (微分型)は，
∂U
∂t
+
∂E
∂x
+
∂F
∂y
= 0
U =


ρ
ρu
ρv
Es


E =


ρu
p+ ρu2
ρuv
(Es + p)u


F =


ρv
ρvu
p+ ρv2
(Es + p)v


ただし，これらは無次元化済みである．
ここで，Chain ruleを用いて，
∂E
∂x
=
∂E
∂ξ
∂ξ
∂x
+
∂E
∂η
∂η
∂x
= ξx
∂E
∂ξ
+ ηx
∂E
∂η
=
1
J
yη
∂E
∂ξ
− 1
J
yξ
∂E
∂η
=
1
J
Ã
yη
∂E
∂ξ
− yξ
∂E
∂η
!
∂F
∂y
=
∂F
∂ξ
∂ξ
∂y
+
∂F
∂η
∂η
∂y
= ξy
∂F
∂ξ
+ ηy
∂F
∂η
= − 1
J
xη
∂F
∂ξ
+
1
J
xξ
∂F
∂η
=
1
J
Ã
− xη
∂F
∂ξ
+ xξ
∂F
∂η
!
よって，
∂U
∂t
+
∂E
∂x
+
∂F
∂y
= 0
∂U
∂t
+
1
J
Ã
yη
∂E
∂ξ
− yξ
∂E
∂η
!
+
1
J
Ã
− xη
∂F
∂ξ
+ xξ
∂F
∂η
!
= 0
J
∂U
∂t
+
∂
∂ξ
(yηE − xηF ) +
∂
∂η
(xξF − yξE) = 0
J
∂U
∂t
+
∂
∂ξ
(JξxE + JξyF ) +
∂
∂η
(JηyF + JηxE) = 0
ここで，
Uˆ = JU Eˆ = J(ξxE + ξyF ) Fˆ = J(ηxE + ηyF ) (3.73)
とすると，
∂Uˆ
∂t
+
∂Eˆ
∂ξ
+
∂Fˆ
∂η
= 0 (3.74)
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となる．
ここで反変速度 (計算面での速度)U，V を考えると，

 U
V

 =


ξ
x
ξ
y
η
x
η
y



 u
v

 (3.75)
より，
U = ξxu+ ξyv (3.76)
V = ηxu+ ηyv (3.77)
であり，この反変速度 U，V を用いて変換された流束を表すと，
Uˆ = J


ρ
ρu
ρv
Es


Eˆ = J


ξxρu+ ξyρv
ξx(p+ ρu2) + ξyρvu
ξxρuv + ξy(p+ ρv2)
ξx(Es + p)u+ ξy(Es + p)v


= J


ρU
ρuU + ξxp
ρvU + ξyp
(Es + p)U


Fˆ = J


ηxρu+ ηyρv
ηx(p+ ρu2) + ηyρvu
ηxρuv + ηy(p+ ρv2)
ηx(Es + p)u+ ηy(Es + p)v


= J


ρV
ρuV + ηxp
ρvV + ηyp
(Es + p)V


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(b) 一般曲座標系ナビエストークス方程式
無次元化したナビエストークス方程式 (微分型)は，
∂U
∂t
+
∂E
∂x
+
∂F
∂y
=
1
Re0
Ã
∂R
∂x
+
∂S
∂y
!
U =


ρ
ρu
ρv
Es


E =


ρu
p+ ρu2
ρuv
(Es + p)u


F =


ρv
ρvu
p+ ρv2
(Es + p)v


R =


0
λ(ux + vy) + 2µux
µ(uy + vx)
u{λ(ux + vy) + 2µu}+ vµ(vx + uy) + µ
(γ0 − 1)Pr00
Tx


S =


0
µ(uy + vx)
λ(ux + vy) + 2µux
uµ(uy + vx) + v{λ(ux + vy) + 2µvy}+ µ
(γ0 − 1)Pr00
Ty


まず右辺についてのみ考える．
(右辺) =
1
Re0
Ã
∂R
∂x
+
∂S
∂y
!
ここで，
∂R
∂x
=
∂R
∂ξ
∂ξ
∂x
+
∂R
∂η
∂η
∂x
= ξx
∂R
∂ξ
+ ηx
∂R
∂η
∂S
∂y
=
∂S
∂ξ
∂ξ
∂y
+
∂S
∂η
∂η
∂y
= ξy
∂S
∂ξ
+ ηy
∂S
∂η
よって，
(右辺) =
1
Re0
Ã
ξx
∂R
∂ξ
+ ηx
∂R
∂η
+ ξy
∂S
∂ξ
+ ηy
∂S
∂ξ
!
=
1
Re0
1
J
Ã
yη
∂R
∂ξ
− yξ
∂R
∂η
− xη
∂R
∂ξ
+ xξ
∂R
∂η
!
=
1
Re0
1
J
Ã
Jξx
∂R
∂ξ
+ Jηx
∂R
∂η
+ Jξy
∂S
∂ξ
+ Jηy
∂S
∂η
!
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ここで (左辺)(右辺)の両辺に J をかけると，(左辺)はオイラー方程式で求めたものと同じである．
よって，ここでは省略する．
(右辺) =
1
Re0
Ã
Jξx
∂R
∂ξ
+ Jηx
∂R
∂η
+ Jξy
∂S
∂ξ
+ Jηy
∂S
∂η
!
=
1
Re0
"
∂
∂ξ
{J(ξxR+ ξyS)}+ ∂∂η{J(ηxR+ ηyS)}
#
ここで，
Rˆ = J(ξxR+ ξyS) Sˆ = J(ηxR+ ηyS) (3.78)
とおくと，
(右辺) =
1
Re0
Ã
∂Rˆ
∂ξ
+
∂Sˆ
∂η
!
となる．よって一般曲座標系ナビエストークス方程式は，
∂Uˆ
∂t
+
∂Eˆ
∂ξ
+
∂Fˆ
∂η
=
1
Re0
Ã
∂Rˆ
∂ξ
+
∂Sˆ
∂η
!
流束ベクトルは，
Uˆ = J


ρ
ρu
ρv
Es


Eˆ = J


ρU
ρuU + ξxp
ρvU + ξyp
(Es + p)U


Fˆ = J


ρV
ρuV + ηxp
ρvV + ηyp
(Es + p)V


Rˆ = J


0
ξxτxx + ξyτxy
ξxτxy + ξyτyy
ξxα+ ξyβ


Sˆ = J


0
ηxτxy + ηyτxx
ηxτyy + ηyτxy
ηxα+ ηyβ


ここで，各粘性応力は，
τxx = −
2
3
µ
Ã
∂u
∂x
+
∂v
∂y
!
+ 2µ
∂u
∂x
= −2
3
µ
Ã
∂u
∂x
+
∂v
∂y
− 3∂u
∂x
!
= −2
3
µ
Ã
− 2∂u
∂x
+
∂v
∂y
!
=
2
3
µ
Ã
2
∂u
∂x
− ∂v
∂y
!
(3.79)
τxy = µ(uy + vx)
= µ
Ã
∂u
∂y
+
∂v
∂x
!
(3.80)
τyy = λ(ux + vy) + 2µux
= −2
3
µ
Ã
∂u
∂x
+
∂v
∂y
!
+ 2µux
=
2
3
µ
Ã
2
∂v
∂y
− ∂u
∂x
!
(3.81)
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ただし，
α = uτxx + vτxy +
µ
(γ0 − 1)Pr00
Tx (3.82)
β = uτxy + vτyy +
µ
(γ0 − 1)Pr00
Ty (3.83)
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3.4.2 凝縮有りの場合の一般座標変換
本節では，凝縮を伴う場合の支配方程式を座標変換する方法について述べる．
二次元圧縮性Navier-Stokes方程式と凝縮量の保存式は,Cartesian座標系において,無次元保存系表
示で次式となる．
∂U
∂t
+
∂E
∂x
+
∂F
∂y
=
1
Re01
Ã
∂R
∂x
+
∂S
∂y
!
+Q (3.84)
ここで,
U =


ρm
ρm · u
ρm · v
Es
ρm · ghom
ρm · nhom
ρm · ghet
ρm · khet


E =


ρm · u
ρm · u2 + p
ρm · u · v
u(Es + p)
ρm · ghom · u
ρm · nhom · u
ρm · ghet · u
ρm · khet · u


F =


ρm · v
ρm · u · v
ρm · v2 + p
v(Es + p)
ρm · ghom · v
ρm · nhom · v
ρm · ghet · v
ρm · khet · v


(3.85)
R =


0
λ(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
) + 2µ
∂u
∂x
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
u(λ(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
) + 2µ
∂u
∂x
) + v(µ(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
)) +
µ
(γ01 − 1)Pr001
∂T
∂x
0
0
0
0


(3.86)
S =


0
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
λ(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
) + 2µ
∂v
∂y
uµ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
) + v(λ(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
) + 2µ
∂v
∂y
) +
µ
(γ01 − 1)Pr001
∂T
∂y
0
0
0
0


(3.87)
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Q =


0
0
0
0
4π
3
· ρl
Ã
rc,hom
3 · Ihom + 3π · ρm · nhom · rhom2 · drhom
dt
!
Ihom
(1− z) · π
3
· (1− cos θ)2 · (2 + cos θ) · ρl·Ã
rc,het
3 · I˜het ·Ae · nhet + 3ρm · khet · rhet,core2 · drhet,core
dt
!
+z · 4π · ρl · nhet · rhet,drop2 · drhet,drop
dt
Ihet


(3.88)
これらの式において，ρm，u，vはそれぞれ混合気体の密度，x方向の速度成分，y方向の速度成
分，rcは臨界クラスター半径，小文字の cは局所平衡状態を示している．gは液相の質量比，pは混
合気体の圧力，Esは混合気体の単位体積当たりの全エネルギーで，
Es
.
= ρm · cp01 · T + 1
2
ρm(u2 + v2)− ρm · gtotal · L (3.89)
である．ただし，これは有次元の式で Lは凝縮潜熱，cp01は混合気体の定圧比熱である．
また，gtotalは均一核生成と非均一核生成による液相の質量比の和であり，次式となる．
gtotal = ghom + ghet (3.90)
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一般座標変換を行うと，
∂Uˆ
∂t
+
∂Eˆ
∂ξ
+
∂Fˆ
∂η
=
1
Re01
Ã
∂Rˆ
∂ξ
+
∂Sˆ
∂η
!
+ Qˆ (3.91)
ここで，
Uˆ = J ·


ρm
ρm · u
ρm · v
Es
ρm · ghom
ρm · nhom
ρm · ghet
ρm · khet


Eˆ = J ·


ρm · U
ρm · u · U + ξx · p
ρm · v · U + ξy · p
(Es + p) · U
ρm · ghom · U
ρm · nhom · U
ρm · ghet · U
ρm · khet · U


Fˆ = J ·


ρm · V
ρm · u · V + ηx · p
ρm · v · V + ηy · p
(Es + p) · V
ρm · ghom · V
ρm · nhom · V
ρm · ghet · V
ρm · khet · V


(3.92)
Rˆ = J ·


0
ξx · τxx + ξy · τxy
ξx · τxy + ξy · τyy
ξx · α+ ξy · β
0
0
0
0


Sˆ = J ·


0
ηx · τxx + ηy · τxy
ηx · τxy + ηy · τyy
ηx · α+ ηy · β
0
0
0
0


(3.93)
Qˆ = J ·


0
0
0
0
4π
3
· ρl
Ã
rc,hom
3 · Ihom + 3π · ρm · nhom · rhom2 · drhom
dt
!
Ihom
(1− z) · π
3
· (1− cos θ)2 · (2 + cos θ) · ρl·Ã
rc,het
3 · I˜het ·Ae · nhet + 3ρm · khet · rhet,core2 · drhet,core
dt
!
+z · 4π · ρl · nhet · rhet,drop2 · drhet,drop
dt
Ihet


(3.94)
である．ここで，次式に注意する．
Uˆ = JU, Eˆ = J(ξxE + ξyF ), Fˆ = J(ηxE + ηyF ),
Rˆ = J(ξxR+ ξyS), Sˆ = J(ηxR+ ηyS) (3.95)
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なお，
1
J
=
1
|xξyη − yξxη| (3.96)
ξx =
1
J
yη ηx = −
1
J
yξ (3.97)
ξy = −
1
J
xη ηy =
1
J
xξ (3.98)
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3.5 圧縮性乱流の基礎式
厳密な意味での圧縮性乱流用のモデルはいまだ確立していない．”圧縮性乱流においても非圧縮性
の k − εモデルを用いてよい”とする理論的根拠は，下記のMorkovinの仮説にある．
Morkovinの仮説
境界層流れでは主流のマッハ数が 5以下，噴流ではマッハ数 1.5以下ならば，圧縮性による乱流構造
の変化はないとされており，その範囲では質量加重平均 (Favre平均)を用いて生ずるレイノルズ応力
−ρ¯ gu”iu”j をアンサンブル平均（レイノルズ平均）でのレイノルズ応力−ρu0iu0j と同様に扱って良い
ことになる．
上記のことは，最近の圧縮性乱流の直接数値計算 (DNS) による結果，衝撃波付近においては，
Morkovin の仮説は全く成り立たないことが確かめられた．一方で，現在までの圧縮性の流れの解
析では，常識のようにファーブル平均を用いた基礎方程式の分解及びモデル化が行われてきた．しか
しながら，この方法では，平均化された基礎方程式にファーブル平均とレイノルズ平均が混在して複
雑となるため，各項の意味が曖昧になり，正確なモデル化が困難になる．
平均流の方程式を解くのに，通常のレイノルズ平均の他に，ファーブル平均（密度重みを用いたレ
イノルズ平均，あるいは，質量重み平均）も用いられている．これは，平均化された慣性項が簡単に
なるためである．また，亜音速，遷音速，超音速の前半においてはファーブル平均は圧縮性の乱流へ
の影響をよく捕らえられるといわれている．
3.5.1 レイノルズ平均
乱れている物理量 f(x, t)は一般に平均量 f¯ と平均量からの変動量 f 0の和であり，次式となる．
f = f¯ + f 0
平均量 f¯ を求める平均化操作には，時間に対する平均，空間 (体積)に対する平均，測定回数に対す
る平均を求める方法がある．それぞれ次のように呼ばれ，この３種類の平均化をレイノルズ平均と呼
ぶ (67)．
1. 時間平均 (time average)
2. 空間平均 (volume average)
3. 集合平均 (アンサンブル平均，ensemble average)
ここで，統計的にみて定常な物理量の長時間平均は集合平均に等しく，これをエルゴートの仮説 (ergodic
hypothesis) という．また統計的に見て一様な物理量の大空間平均は集合平均に等しい (Tennekes-
Lumley, 1972)．ただし，現象が非定常な場合，時間平均では，時間間隔が変動成分が平均化される大
きさでなくてはならず，空間平均では，空間が微視的空間 (マイクロ)スケールに較べて十分大きいも
のでなくてはならない．このような関係からレイノルズ平均は，一般的に集合平均として取り扱う．
レイノルズ平均は，次に示す性質を持つことが定義されている．
f = f¯ + f 0
f¯ 0 = 0
fg = f¯ g¯ + f 0g0
f 0g¯ = 0
また，レイノルズ平均は次の性質がある．
f¯ = f¯
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f¯ g = f¯ g¯
f + g = f¯ + g¯
∂f
∂t
=
∂
∂t
f¯
Z b
a
fdt =
Z b
a
fdt
f¯ 0 = 0
3.5.2 ファーブル平均
重みに密度を用いた Reynolds平均（密度加重平均）をファーブル平均という．
f˜ =
ρf
ρ¯
レイノルズ平均した値をレイノルズ平均した密度でさらに割ったものである．ここで，−はReynolds
平均の平均量，∼はファーブル平均の平均量を示す．
ファーブル平均は，レイノルズ平均同様に，ある物理量 f をファーブル平均の平均量 f˜ とファーブ
ル平均の変動量 f 00の和であり，次式となる．
f = f˜ + f
00
これらファーブル平均の定義を列記すると，次のように挙げられる．
f = f˜ + f
00
ρf = f˜ ρ¯
fg = f˜ g˜ + f
00
g
00
e˜
f = f˜f˜
fg = 0
特にこの性質が成り立つことで，圧縮性乱流が非圧縮性乱流と同様に取り扱いが出来る．
ρfg = ρ¯f˜ g˜ + ρ¯ gf 00g00
また，その他，ファーブル平均の性質として下記のものがある．
ρf 00 = 0
f¯ 00 6= 0
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3.5.3 基礎方程式の平均化
乱流解析に用いられる基礎方程式は，アンサンブル平均の式 (アンサンブル平均NS方程式)と乱流
モデルである．この節では，日頃あまり考えずに使用されるアンサンブル平均の式の導出過程を述べ
る．アンサンブル平均の式を導くにあたって，各物理量の瞬間値を平均と乱れ成分に分け，アンサン
ブル平均を取る．ただし圧縮性流体の場合，非圧縮性流体と異なり，結果を簡単にするため，次のよ
うに密度・圧力をレイノルズ平均，その他の物量をファーブル平均で考える．
ρ = ρ¯+ ρ
0
, p = p¯+ p
0
(レイノルズ平均）
vi = v˜i + v
00
i , h = h˜+ h
00
, T = T˜ + T
00
（ファーブル平均）
このとき基礎方程式は下記で示される．
(a) 連続の式
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂x
+
∂(ρv)
∂y
= 0
まず，各項の成分を平均量と変動量に分割すると，次式となる．
∂(ρ+ ρ
0
)
∂t
+
∂(ρu+ (ρu)
0
)
∂x
+
∂(ρv + (ρv)
0
)
∂y
= 0
ここで，連続の式を平均流連続の式と変動量連続の式に分ける．(連続の式) = (平均流連続の式) + (
変動量連続の式)
・平均流連続の式
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂x
+
∂(ρv)
∂y
= 0
・変動量連続の式
∂ρ
0
∂t
+
∂(ρu)
0
∂x
+
∂(ρv)
0
∂y
= 0
ここで，本研究では平均流の流れ場を着目しており，平均流連続の式のみ考える．次に，平均流の連
続の式に対し，ファーブル平均の式を代入する．
∂ρ
∂t
+
∂(ρ(u˜+ u00))
∂x
+
∂(ρ(v˜ + v00))
∂y
= 0
∂ρ
∂t
+
∂(ρu˜+ ρu00)
∂x
+
∂(ρv˜ + ρv00)
∂y
= 0
さらに，ρf 00 = 0の関係より，ファーブル平均の変動量に関する項が消去され次式となる．
∂ρ
∂t
+
∂(ρu˜)
∂x
+
∂(ρv˜)
∂y
= 0
このように，平均化した方程式は平均化前の形と同じである．
圧縮性流体の式で，ファーブル平均を考えるのは，密度変化も伴なうためレイノルズ平均の式だけ
では次式となり，方程式の形が変化するからである．
∂ρ¯
∂t
+
∂(ρ¯u¯+ ρ0u0)
∂x
+
∂(ρ¯v¯ + ρ0v0)
∂y
= 0
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(b) 運動量の式
[x方向]
∂(ρu)
∂t
+
∂(p+ ρu2)
∂x
+
∂ρ(uv)
∂y
=
∂τxx
∂x
+
∂τxy
∂y
[y方向]
∂(ρv)
∂t
+
∂(ρuv)
∂x
+
∂(p+ ρv2)
∂y
=
∂τyx
∂x
+
∂τyy
∂y
まず，x方向の場合を連続の式同様に平均化を行なう．
x方向の左辺について．
左辺 =
∂(ρu+ (ρu)
0
)
∂t
+
∂((p+ p
0
) + (ρu2 + (ρu2)
0
)
∂x
+
∂(ρuv + (ρuv)
0
)
∂y
この場合も平均流のみ考え，
左辺 =
∂(ρu)
∂t
+
∂(p+ ρu2)
∂x
+
∂(ρuv)
∂y
=
∂(ρu˜)
∂t
+
∂(p+ ρuu)
∂x
+
∂(ρuv)
∂y
...ρg = ρg˜
=
∂(ρu˜)
∂t
+
∂(p+ ρu˜u˜+ ρ gu00u00)
∂x
+
∂(ρu˜v˜ + ρ gu00v00)
∂y
...ρfg = ρf˜ g˜ + ρ gf 00g00
x方向の右辺について．右辺全体の平均化を考える前に，粘性応力の平均化を行なう．
τij = µ(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
) + λδij
∂ul
∂xl
(τij + τ
0
ij) = µ(
∂(ui + u
0
i)
∂xj
+
∂(uj + u
0
j)
∂xi
) + λδij
∂(ul + u
0
l)
∂xl
平均流のみ考える．
τij = µ(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
) + λδij
∂ul
∂xl
ここで，δij は，クロネッカーの δ関数で，i = jの時 δij = 1で，i 6= jの時 δij = 0となる．ここで，
この粘性応力は，層流で重要な役割を果たし乱流では無視できるので，層流では u = u˜と考えられ，
応力は次式となる．
τij = fτij = µ(∂u˜i∂xj + ∂u˜j∂xi ) + λδij ∂u˜l∂xl
この関係を利用し，右辺全体の平行流のみ考えた平均化は，次式となる．
右辺 =
∂(τxx + τ
0
xx)
∂x
　+
∂(τxy + τ
0
xy)
∂y
　　 =
∂τxx
∂x
　+
∂τxy
∂y
... 平均流のみ考える
=
∂gτxx
∂x
　+
∂gτxy
∂y
以上より，平均流の x方向運動量の式は，
∂(ρu˜)
∂t
+
∂(p+ ρu˜u˜+ ρ gu00u00)
∂x
+
∂(ρu˜v˜ + ρ gu00v00)
∂y
=
∂gτxx
∂x
+
∂gτxy
∂y
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同様に平均流の y方向運動量の式は，
∂(ρv˜)
∂t
+
∂(ρu˜v˜ + ρ gu00v00)
∂x
+
∂(p+ ρv˜v˜ + ρ gv00v00)
∂y
=
∂gτyx
∂x
+
∂fτyy
∂y
ここで ρ gu00i u00j は，乱流運動による応力つまりレイノルズ応力である．応力なのでそれぞれ左辺に移
行し粘性応力とまとめると，それぞれ次式となる．
[x 方向]
∂(ρu˜)
∂t
+
∂(p + ρu˜u˜)
∂x
+
∂(ρu˜ v˜)
∂y
=
∂(fτxx − ρ gu 00u 00)
∂x
+
∂(fτxy − ρ gu 00v 00)
∂y
[y 方向]
∂(ρv˜)
∂t
+
∂(ρu˜v˜)
∂x
+
∂(p + ρv˜ v˜)
∂y
=
∂(fτyx − ρ gu 00v 00)
∂x
+
∂(fτyy − ρ gv 00v 00)
∂y
(c) エネルギの式
∂Es
∂t
+
∂((Es + p)u)
∂x
+
∂((Es + p)v)
∂y
=
∂(uτxx + vτxy + kTx)
∂x
+
∂(uτyx + vτyy + kTy)
∂y
ここで，Esは単位体積あたりの全エネルギーであり，単位質量当たりの内部エネルギー eを用いる
と，次式となる．
Es = ρes = ρ{e+ 1
2
(u2 + v2)}
エネルギーの式を平均化するのに各項について考える．
(左辺　第 1項）
∂Es
∂t
=
∂(ρes)
∂t
=
∂
∂t
(ρ{e+ 1
2
(u2 + v2)}) = ∂
∂t
(ρe+
1
2
(ρu2 + ρv2))
∂Es
∂t
=
∂
∂t
((ρe+ (ρe)
0
) +
1
2
{(ρu2 + (ρu2)0) + (ρv2 + (ρv2)0)})
ここでも平均流のみ考えて，ファーブル平均を行うと，
左辺第 1項 =
∂
∂t
(ρe+
1
2
(ρu2 + ρv2))
=
∂
∂t
(ρe˜+
1
2
(ρu˜u˜+ ρ gu00u00 + ρv˜v˜ + ρ gv00v00))
... ρf = ρf˜ + ρf˜ , ρfg = ρf˜ g˜ + ρ gf 00g00
=
∂
∂t
(ρ{e˜+ 1
2
(u˜u˜+ v˜v˜) +
1
2
( gu00u00 + gv00v00)})
ここで，
1
2
( gu00u00 + gv00v00)は乱流エネルギー kであり (69)(70)，単位質量当たりの平均流全エネルギー e˜
は，この乱流エネルギーを考慮した形になる (71)．
e˜s = e˜+
1
2
(u˜u˜+ v˜v˜) +
1
2
( gu00u00 + gv00v00)
よって，左辺の第 1項は，平均流で次式となる．
左辺第 1項 =
∂(ρe˜s)
∂t
(左辺　第 2項)
∂((Es + p)u)
∂x
=
∂
∂x
([ρ{e+ 1
2
(u2 + v2)}+ p]u) = ∂
∂x
({ρue+ 1
2
(ρu3 + ρuv2)}+ pu)
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=
∂
∂x
[(ρue+ (ρue)
0
) +
1
2
{(ρu3 + (ρu3)0) + (ρuv2 + (ρuv2)0)}+ (pu+ (pu)0)]
平均流のみ考えると，
左辺第 2項 =
∂
∂x
(ρue+
1
2
(ρu3 + ρuv2) + pu)
ここで，上式第 3項目の ρuv2のファーブル平均化を示す．
ρuv2 = ρ(u˜+ u00)(v˜ + v00)2
= ρ(u˜+ u00)(v˜2 + 2v˜v00 + (v00)2)
= ρu˜v˜2 + 2ρu˜v˜v00 + ρu˜(v00)2 + ρu00 v˜2 + 2ρu00 v˜v00 + ρu00(v00)2
= ρ¯u˜v˜v˜ + 2ρv00 u˜v˜ + ρv00v00 u˜+ ρu00 v˜v˜ + 2ρu00v00 v˜ + ρu00v00v00
上式で乱れ成分の高次の相関項となる ρu00v00v00は無視する (71)．またファーブル平均の性質より ρfu00 =
ρfv00 = 0となる．したがって，
ρuv2 = ρ¯u˜v˜v˜ + ρv00v00 u˜+ 2ρu00v00 v˜
= ρ¯u˜v˜v˜ + ρ¯ gv00v00 u˜+ 2ρ¯ gu00v00 v˜
同様に上式第 2項目の ρu3のファーブル平均化は，
ρu3 = ρuu2
= ρ¯u˜u˜u˜+ ρu00u00 u˜+ 2ρu00u00 u˜
= ρ¯u˜u˜u˜+ ρ¯ gu00u00 u˜+ 2ρ¯ gu00u00 u˜
よって，左辺第 2項は，
左辺第 2項 =
∂
∂x
(ρu˜e˜+ ρ gu00e00　
+
1
2
(ρ¯u˜v˜v˜ + ρ¯ gv00v00 u˜+ 2ρ¯ gu00v00 v˜ + ρ¯u˜u˜u˜+ ρ¯ gu00u00 u˜+ 2ρ¯ gu00u00 u˜) + p¯u˜+ pu00)
=
∂
∂x
(ρ¯u˜e˜+
1
2
ρ¯u˜(u˜u˜+ v˜v˜) +
1
2
ρ¯u˜( gu00u00 + gv00v00) + p¯u˜
+ρ¯u˜ gu00u00 + ρ¯v˜ gu00v00 + ρ¯ gu00e00 + pu00)
=
∂
∂x
(ρ¯u˜{e˜+ 1
2
(u˜u˜+ v˜v˜) +
1
2
( gu00u00 + gv00v00)}+ p¯u˜
+ρ¯u˜ gu00u00 + ρ¯v˜ gu00v00 + ρu00e00 + pu00)
=
∂
∂x
(ρ¯u˜e˜s + p¯u˜+ ρ¯u˜ gu00u00 + ρ¯v˜ gu00v00 + (ρe00 + p)u00)
=
∂
∂x
((ρe˜s + p)u˜+ ρu˜ gu00u00 + ρv˜ gu00v00 + ρ gu00h00) ... ρe+ p = ρh
(左辺　第 3項)
左辺　第 2項と同様に，平均流のみを考えて，
左辺第 3項 =
∂
∂y
((ρe˜s + p)v˜ + ρu˜ gu00v00 + ρv˜ gv00v00 + ρ gv00h00)
左辺の第 2項と第 3項における，ρ gu00i u00j はレイノルズ応力で，ρ gu00i h00 は乱流熱流束である．
(右辺　第 1項)
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右辺第 1項全体をレイノルズ平均化する．
∂(uτxx + vτxy + kTx)
∂x
=
∂
∂x
((uτxx + (uτxx)
0
) + (vτxy + (vτxy)
0
) + (kTx + (kTx)
0
)
この場合も平均流のみを考えて，
右辺第 1項 =
∂
∂x
(uτxx + vτxy + kTx)
ここで，運動量の式の平均化で述べたように，u = u = u˜より uτij = uτij = u˜τ˜ij である．温度も同
様に T = T = T˜ である．
右辺第 1項 =
∂
∂x
(u˜gτxx + v˜gτxy + kfTx)
(右辺　第 2項)
右辺　第 1項と同様に考えて．
右辺第 2項 =
∂
∂y
(u˜gτxy + v˜fτyy + k∂T˜∂y )
以上，左辺第 1項から右辺第 2項まですべてまとめると，平均流エネルギーの式は次式となる．
∂(ρe˜s)
∂t
+
∂
∂x
((ρe˜s + p)u˜+ ρu˜ gu00u00 + ρv˜ gu00v00 + ρ gu00h00) + ∂∂y ((ρe˜+ p)v˜ + ρu˜ gu00v00 + ρv˜ gv00v00 + ρ gv00h00)
=
∂
∂x
(u˜gτxx + v˜gτxy + k∂T˜∂x ) + ∂∂y (u˜gτxy + v˜fτyy + k∂T˜∂y )
レイノルズ応力と乱流熱流束を粘性応力と層流熱流束とまとめるように移行する．
∂(ρe˜s)
∂t
+
∂
∂x
((ρe˜s + p)u˜) +
∂
∂y
((ρe˜s + p)v˜)
=
∂
∂x
(u˜(gτxx − ρ gu00u00) + v˜(gτxy − ρ gu00v00) + k∂T˜∂x − ρ gu00h00)
+
∂
∂y
(u˜(gτxy − ρ gu00v00) + v˜(fτyy − ρ gv00v00) + k∂T˜∂y − ρ gv00h00)
ここで，乱流熱流束は，次式で示される (71)(67)．
ρ gu00i h00 = −kt ∂T˜∂xi = −cpµtPrt ∂T˜∂xi
したがって，粘性項内の層流熱流束と乱流熱流束の関係は，以下のようになる．これより，熱伝導率
kに層流であることを示す添え字 lを付ける．
kT˜x − ρ gu00h00 = klT˜x + ktT˜x = (kl + kt)T˜x = (cpµl
Prl
+
cpµt
Prt
)T˜x = cp(
µl
Prl
+
µt
Prt
)T˜x
kT˜y − ρ gv00h00 = klT˜y + ktT˜y = (kl + kt)T˜y = (cpµl
Prl
+
cpµt
Prt
)T˜y = cp(
µl
Prl
+
µt
Prt
)T˜y
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よって，平均流エネルギーは次式となる．また，レイノルズ応力は−ρ gu00i u00j = Rij とする．
∂(ρe˜)
∂t
+
∂
∂x
((ρe˜+ p)u˜) +
∂
∂y
((ρe˜+ p)v˜)
=
∂
∂x
(u˜(gτxx +Rxx) + v˜(gτxy +Rxy) + cp( µl
Prl
+
µt
Prt
)
∂T˜
∂x
)
+
∂
∂y
(u˜(gτxy +Ryx) + v˜(fτyy +Ryy) + cp( µl
Prl
+
µt
Prt
)
∂T˜
∂y
)
平均流を考えた場合，単位質量あたりのエネルギーに乱流エネルギーが加算される (前述)．よって，
エネルギーから圧力 pを求める式が次式となる．
p¯ = (γ − 1)ρ¯e˜ = (γ − 1)ρ¯
³
e˜− 1
2
(u˜2 + v˜2)− 1
2
( gu00u00 + gv00v00)´
(d) 平均化された基礎方程式の最終形
前節で導出したファーブル平均による平均流の各式 (連続の式，運動量の式，エネルギーの式)を
まとめて列記する．レイノルズ応力は−ρ gu00i u00j = Rij とする．
・連続の式
∂ρ
∂t
+
∂(ρu˜)
∂x
+
∂(ρv˜)
∂y
= 0
・運動量の式
[x 方向]
∂(ρu˜)
∂t
+
∂(p + ρu˜u˜)
∂x
+
∂(ρu˜ v˜)
∂y
=
∂(fτxx + Rxx )
∂x
+
∂(fτxy + Rxy)
∂y
[y 方向]
∂(ρv˜)
∂t
+
∂(ρu˜v˜)
∂x
+
∂(p + ρv˜ v˜)
∂y
=
∂(fτyx + Ryx )
∂x
+
∂(fτyy + Ryy)
∂y
・ エネルギーの式
∂(ρe˜)
∂t
+
∂
∂x
((ρe˜+ p)u˜) +
∂
∂y
((ρe˜+ p)v˜)
=
∂
∂x
(u˜(gτxx +Rxx) + v˜(gτxy +Rxy) + cp( µl
Prl
+
µt
Prt
)
∂T˜
∂x
)
+
∂
∂y
(u˜(gτxy +Ryx) + v˜(fτyy +Ryy) + cp( µl
Prl
+
µt
Prt
)
∂T˜
∂y
)
ここで，
p¯ = (γ − 1)ρ¯
³
e˜− 1
2
(u˜2 + v˜2)− 1
2
( gu00u00 + gv00v00)´
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第4章 数値解法
4.1 TVDスキーム
圧縮性粘性流体を記述するNavier-Stokes方程式の計算には差分法が一般に用いられている．差分
法は，滑らかな関数の微分を有限の差分商で置き換えることにより構成されている．したがって，衝
撃波のような不連続面が流れの中に存在すると，しばしば数値的な振動を引き起こすことがある．こ
れに対して近年，空間的に高精度で衝撃波近くの数値振動がなく，高解像な鋭い解が得られる (より少
ない格子点で衝撃波を捉えられる)安定な計算法が研究され，その中の 1つに，Harten(1983)によっ
て提案された TVD(Total Variation Diminishing)有限差分スキームがある (72)．
TVDとは，空間内に存在した変動が時間発展的において増加しないことを意味し，従って TVD
条件を満たす計算法では数値的な不要な解の振動が生じない（一次元のスカラー方程式において一次
の風上差分はこの条件を満足する）．これを高次精度に拡張する場合には，TVD条件を保持するリ
ミター関数を導入して従属変数（または流束）の傾きを制限する．この高次精度化の段階で，次の二
つの手法に分けられる．
MUSCL法 : 1次風上差分法が TVD条件を満たすことに注目し，i + 1/2の右と左の
物理量 uの状態 (uL, uR)をそれぞれ取り囲むいくつかの位置での物理量
ui,ui+1,ui−1,ui+2などから内挿によって決め，それを用いて数値計算する
方法．MUSCL型 TVDとしては，Osher-Chakravarthy法があり，理論
的には非常に高精度のものが構成可能である．しかし，流束制限関数を使
用するので，局所極値のところで基本スキーム (Eスキーム:１次精度)の
精度に落ちる性質は変わらない．
non-MUSCL法 : 数値流束を中心差分の項と粘性的な項という形で構成する対称型TVD法
と風上差分の概念から構成する風上型 TVD法．
(注意)
MUSCL型は van Leerによって初めて使用された．Godunov原法はセル内の物理量分布を一定と
仮定した．この場合，ERS(Exact Riemann Solver)を用いているにも関わらず近似精度は一次にと
どまった．ここで，
v¯j =
1
h
Z xj+1/2
xj−1/2
v(xj + x, t)dx
をセル平均と呼ぶ．そして，v¯j = vj と置くと，vj は j点においてのみサンプルされた局所値ではな
くセル内での vのある分布の平均が vj で表されているという解釈が成立する．そこで，vj+1/2をあ
るセル分布から求め直す方法をMUSCL型と呼ぶ習わしとなった．PLMでは線形分布，PPMでは
放物型分布を仮定して vj+1/2を評価している．但し，この分布は考えているセル内でのみ成立する
区分的連続 (piecewise continuous)分布で，隣接セル間では不連続であっても構わないとする．
本節ではMUSCL(Monotonic Upstream Schemes for Conservation Lows)型TVD有限差分スキー
ムの基本的な導出法を示す．
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4.1.1 スカラー問題
ここではモデル方程式として線形の波動方程式を考える．
∂u
∂t
+
∂f
∂x
= 0 (a > 0) (4.1)
ここで，f = auである．
一般的に単純な Euler陽積分では以下で示される．
un+1i = u
n
i −
Ã
∆t
∆x
!
(fni+1/2 − fni−1/2) (4.2)
f は数値流束 (numerical flux)と呼ばれる．
Eq(4.2)から分かるように un+1i を得るには，i− 1/2と i+1/2のセル境界を通過する流束を評価す
る必要がある．われわれは整数点 i− 3，i− 2，i− 1，i，i+1，· · ·などでしか uの情報を持たないか
ら，定義できる流束は整数点においてのみである．これらは物理流束 (physical flux)と呼ばれる．例
えば，fi，f(ui)を意味する (ここでの場合は aui)．ui±1/2を評価する簡単な方法は f((ui + ui±1)/2)
であろうが，特性方向を考慮すると他の評価法もある．その一つである 1次精度風上差分の数値流
束は，
fni+1/2 =
1
2
[(fi+1 + fi)− |a|(ui+1 − ui)] (4.3)
と書ける．これを用いてMUSCL型における数値流束を，
fni+1/2 =
1
2
[((au)R + auL)− |a|(uR − uL)]i+1/2 (4.4)
=
1
2
[(fR + fL)− |a|(uR − uL)]i+1/2 (4.5)
と評価すると高次精度の風上差分法が定義される．
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4.1.2 システム方程式への拡張
風上差分法は，システム方程式への拡張が簡単に行えない．と言うのは，システム方程式では，各
方程式が互いに相関関係にあるため，複数の特性速度が現れ，また，各々の特性速度の符号が異なる
場合も考えられ，さらには，そのことがあらかじめ分からないからである．
この問題を解決するためには，各々の計算格子に対してリーマン問題 (Riemann problem)を解く
必要がある．つまり，解析的に特性曲線の考えに基づいて格子間で仮想的な流体問題を解くことであ
る．しかしながら，直接リーマン問題を解くには反復法によるしかなく，従って，解を得るためには
非常に時間を要する．そこでこの問題を近似的に解く方法が考えられている．ここでは，その内の１
つで実際に広く利用されている FDS (Flux Diﬀerence Splitting)を使用して１次元 Euler方程式の風
上差分を構成する．
(a) 一次元問題 (非粘性)
まず始めに，1次元非粘性方程式
∂U
∂t
+
∂E
∂x
= 0 (4.6)
について考える．ここでU は保存量の変数，Eは流束のベクトルで，
U =


ρ
ρu
Es

 E =


ρu
p+ ρu2
(Es + p)u

 (4.7)
保存則で書かれた 1次元の Euler方程式 Eq(4.6)を局所的に線形化する (係数マトリックスを凍結す
る)と，
∂U
∂t
+
∂E
∂x
=
∂U
∂t
+A
∂U
∂x
= 0 (4.8)
A ≡ ∂E
∂U
(4.9)
と非保存系の形ではあるが流束部分を未知ベクトルを用いて表す形に書き直せる．このマトリックス
A(≡ ∂E/∂U)は流束ヤコビアン行列 (flux Jacobian matrix)と呼ばれ，行列の各要素Aijは ∂Ei/∂U j
として求められる．実際にAは，
A =


0 1 0
−3− γ0
2
u2 (3− γ0)u γ0 − 1
(
γ0 − 1
2
u2 −H)u H − (γ0 − 1)u2 γ0u


(4.10)
H = h+
1
2
u2 , h = e+ p/ρ
hは比エンタルピ，H は全エンタルピを表す．その同次的な性質から，
E = AU (4.11)
が成り立つ．方程式は双曲型であるからこの行列は対角化が可能で，その固有値は行列式
A =
¯¯¯¯
¯¯¯¯
¯¯
−λ 1 0
−3− γ0
2
u2 (3− γ0)u− λ γ0 − 1
(
γ0 − 1
2
u2 −H)u H − (γ0 − 1)u2 γ0u− λ
¯¯¯¯
¯¯¯¯
¯¯ = 0 (4.12)
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の根であるから，
(u− λ)
Ã
(u− λ)2 − γ0
p
ρ
!
= 0 (4.13)
が得られる．ここで aを音速として，a =
p
γ0p/ρと定義すると 3つの固有値は，
λ1 = u− a , λ2 = u , λ3 = u+ a (4.14)
となる．
λl は各々単純波がとりうる 3つの速度 (特性線の傾き)を表す．Eq(4.6)とスカラーの輸送方程式
(例えば，Eq(4.1))とを比べてみると，行列Aが物理現象の速度，すなわち，特性速度に対応してい
ることが分かる．1次元 Euler方程式は各々独立でない 3つの方程式からできているから，行列Aは
本来，対角項以外の成分を持つ．しかし，対角化を施すことによって各々独立な 3つの波動方程式の
重ね合わせとして捉えることができる．それら 3つの波の特性速度がこの行列の固有値，すなわち，
λ1，λ2，λ3として得られているのである．
一方，固有ベクトルを列ベクトルとする右固有行列 T とその逆行列である左固有行列 T−1により
Aは対角行列Λに変換される．T と T−1を次に示す．
T =


1 1 1
u− a u u+ a
H − ua u2/2 H + ua

 (4.15)
T−1 =


(b1 + u/a)/2 −(ub2 + 1/a)/2 b2/2
1− b1 b2u −b2
(b1 − u/a)/2 −(ub2 − 1/a)/2 b2/2

 (4.16)
b1 = ((γ0 − 1)u2/2)/a2 , b2 = (γ0 − 1)/a2
ここでAが定数行列 (要素が定数)であるとすれば，Eq(4.8)の偏微分方程式に T−1を左からかけて，
次のように変形される．
∂
∂t
(T−1U) + T−1AT・
∂
∂x
(T−1U ) =
∂W
∂t
+Λ
∂W
∂x
= 0 (4.17)
W = T−1U (4.18)
A，T，T−1が定数行列であるから，Λの対角要素 (行列の性質から λ1，λ2，λ3である)も定数であ
る．これで保存量W について，Aが定数行列であるという前提のもとに，線形な方程式に変形で
きる．
次にU から変換された保存変数W に関して離散化を行い，この離散化式に対し保存変数U への
逆変換を行ったU に関する離散化式を示す．
保存量W について離散化すると，
W n+1 =W n − λ(E0i+1/2 −E
0
i−1/2) (4.19)
E
0
はW に関する数値流束である．Eq(4.11)と Eq(4.18)の関係から，
E
0
= T−1E (4.20)
の関係が得られ，Eq(4.19)に代入すると，
W n+1 =W n − λ(T−1Ei+1/2 − T−1Ei−1/2) (4.21)
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ここで Eq(4.21)の数値流束を，Eq(4.3)の一般的な数値流束の式
fi+1/2 =
1
2
[(fi+1 + fi)− |a|(ui+1 − ui)] (4.22)
の形を利用して定義すると，数値流束 T−1Ei+1/2は，
(ΛT−1U)i+1/2 =
1
2
[Λ(T−1U)i+1 + (Λ(T
−1U )i − |Λ|T−1(U i+1 −U i)] (4.23)
で示される (上の表記は Eq(4.11)を用いて変形してある)．
W = T−1U より Eq(4.21)に左から T をかけるとU に関する離散式が示される．
Un+1i = U
n
i − λ(Ei+1/2 −Ei−1/2) (4.24)
ここで，λ ≡ ∆t/∆xである．また数値流束Ei+1/2についても Eq(4.23)に左から T をかけると，
(TΛT−1)U i+1/2 =
1
2
((TΛT−1)U i+1 + (TΛT
−1)U i − T |Λ|T−1(U i+1 −U i))
なる式が示される．Eq(4.11)をE = AU = (TΛT−1)U と考えて変形すると，
Ei+1/2 =
1
2
(Ei+1 +Ei − T |Λ|T−1(U i+1 −U i)) (4.25)
Ei+1/2 =
1
2
(Ei+1 +Ei −Ai+1/2(U i+1 −U i)) (4.26)
となる．この 1次精度の数値流束 (Eq(4.26))は一般に Flux Diﬀrence Splitting (FDS)と呼ばれて
いる．
さらに，この FDSはスカラー方程式に対する風上差分をそのままシステムに拡張したものである
から，MUSCLによる高次精度化は直接的にできて，数値流束は以下のように示される．
Ei+1/2 =
1
2
[E(URi+1/2) +E(U
L
i+1/2)− |A|i+1/2(URi+1/2 −ULi+1/2)) (4.27)
これがFDSの考えをもとにした数値流束になるが，今回の計算ではさらにこの考えをもとにHarten-
Yeeの 2次精度風上型 TVDスキームの数値流束をMUSCL型の数値流束に置き換え計算している．
以下にその方法を示す．
・MUSCL approach
1次精度の FDS同様に，スカラー方程式の単純な拡張として表現でき，数値流束は以下のように表
記できる．T´ および Φ´i+1/2については，後述する．
Ei+1/2 =
1
2
[Ei+1 +Ei + T´ Φ´i+1/2] (4.28)
上式を先ほどと同様にMUSCL型に直すと，
Ei+1/2 =
1
2
[E(URi+1/2) +E(U
L
i+1/2) + T´ Φ´i+1/2] (4.29)
ここで，E(URi+1/2),E(U
L
i+1/2)は各々次に示すU
R
i+1/2,U
L
i+1/2で定義される．
URi+1/2 = U i+1 −
1
4
[(1− η¯)∆i+3/2 + (1 + η¯)∆i+1/2] (4.30)
ULi+1/2 = U i +
1
4
[(1− η¯)∆i−1/2 + (1 + η¯)∆i+1/2] (4.31)
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制限関数を導入するためURi+1/2,U
L
i+1/2を修正すると，
URi+1/2 = U i+1 −
1
4
[(1− η¯)∆∗i+3/2 + (1 + η¯)∆∗∗i+1/2] (4.32)
ULi+1/2 = U i +
1
4
[(1− η¯)∆∗∗i−1/2 + (1 + η¯)∆∗i+1/2] (4.33)
ここで，η¯はこのスキームの空間精度を決定するパラメータで，
η¯ =-1 : 2次精度風上差分スキーム
η¯ = 0 : Fromm スキーム
η¯ = 13 : 3次精度風上差分スキーム
η¯ = 1 : 2次精度中心差分スキーム
の関係がある．∆∗,∆∗∗は制限関数を用いて評価されるが，この制限関数については，様々な選択が
可能であるが，今回はもっとも一般的なminmod関数をもちいる．
∆∗ = minmod(∆i+1/2, β¯∆i−1/2) (4.34)
∆∗∗ = minmod(∆i+1/2, β¯∆i+3/2) (4.35)
ただし,
minmod(x , β¯y) = sgn(x )・max{0,min[|x |, sgn(x )・¯βy ]} (4.36)
である．ここで，
∆i+1/2 = U i+1 −U i (4.37)
∆i−1/2 = U i −U i−1 (4.38)
である．また β¯は,スキームの解像に影響を与える人工圧縮パラメータで，
1 < β¯ ≤ 3− η¯
1− η¯ (4.39)
の関係がある．行列 T´ は，URi+1/2とU
L
i+1/2の対称平均で評価された Jacobian行列A = ∂E/∂U の
右固有ベクトル列をもちいる．すなわち，
T´ i+1/2 = T (U
R
i+1/2,U
L
i+1/2) = T ((U
R
i+1/2 +U
L
i+1/2)/2) (4.40)
さらに，Φ´li+1/2(1次元 Euler方程式なので l = 1, · · · , 3)によって示される Φ´i+1/2は，
Φ´li+1/2 = −ψ(λ´li+1/2)α´li+1/2 (4.41)
ただし，関数 ψ(λˆli+1/2)は，
ψ(z) =



| z | | z |≥ ε1
(z2 + ε21)
2ε1
| z |< ε1
(4.42)
ここで，関数 ψは | z |に対してエントロピーの修正を行う補正項であり，| z |= 0の場合に散逸が 0
になるのを防ぎ，エントロピー条件を課すための修正で膨張衝撃波の発生を抑制する作用を持つ．ε1
は正の微小な値をもつパラメータ (Hartenら (1983))で，一般的に，
0.1 ≤ ε1 ≤ 0.001 (4.43)
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の範囲で選ばれる．ε1に大きな値を用いると数値振動を抑制する効果を向上させるが，例えば衝撃波
が流れの中に存在する場合，衝撃波遷囲幅が広がるなどの数値的な smearingの影響が強くなり，空
間解像度が劣化する．そこで，ε1 = ε(U ,λ)のようにするとよい結果が得られるが，非粘性完全気体
での流れのマッハ数が 5を超えない程度の流れに対して，全域にわたって一定の小さい値を使っても
それほど顕著な差は見られないことも知られている．
各関数，変数は次のように表される．
λ´li+1/2 = λ
l(URi+1/2,U
L
i+1/2) (4.44)
α´li+1/2 = T´
−1
i+1/2(U
R
i+1/2 −ULi+1/2) (4.45)
λ´li+1/2，α´
l
i+1/2はそれぞれ Jacobian行列Aに対する固有値として求められるEq(4.14)の特性速度と
局所特性変数を示し，いずれもURi+1/2とU
L
i+1/2の対称平均で評価される．
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(b) 二次元問題 (粘性)
次に今回の計算対象である粘性を考慮した二次元流れにおける問題について考える．
∂Uˆ
∂t
+
∂Eˆ
∂ξ
+
∂Fˆ
∂η
=
1
Re0
Ã
∂Rˆ
∂ξ
+
∂Sˆ
∂η
!
+ Qˆ (4.46)
これを離散化すると，
Uˆ
n+1
= Uˆ
n − λξ(Eˆni+1/2,j − Eˆ
n
i−1/2,j)− λη(Fˆ
n
i,j+1/2 − Fˆ
n
i,j−1/2)
+
1
Re0
{λξ(Rˆni+1/2,j − Rˆ
n
i−1/2,j) + λ
η(Sˆ
n
i,j+1/2 − Sˆ
n
i,j−1/2)}+∆tQˆ
n
i,j (4.47)
ここで，λξ ≡ ∆t/∆ξ , λη ≡ ∆t/∆ηである．
数値流速 Eˆi+1/2,j は，
Eˆi+1/2,j =
1
2
{(yη)i+1/2[E(URi+1/2) +E(ULi+1/2)]
−(xη)i+1/2[F (URi+1/2) + F (ULi+1/2)] +
ˆ´
T i+1/2
ˆ´Φi+1/2Ji+1/2} (4.48)
ここで簡単のために下添え字“ i+ 1/2, j”を“ i+ 1/2”とする．また Ji+1/2及び yη は,
(yη)i+1/2 =
1
2
[(yη)i,j + (yη)i+1,j ] (4.49)
Ji+1/2 =
1
2
(Ji,j + Ji+1,j) (4.50)
のように評価し計算を行う．E(URi+1/2),E(U
L
i+1/2) は Eq(4.33)，Eq(4.33) と同様に各々次に示す
URi+1/2,U
L
i+1/2で評価される．
URi+1/2 = U i+1,j −
1
4
[(1− η¯)∆∗i+3/2 + (1 + η¯)∆∗∗i+1/2]
ULi+1/2 = U i,j +
1
4
[(1− η¯)∆∗∗i−1/2 + (1 + η¯)∆∗i+1/2]
今回の計算では，η¯ =
1
3
として空間 3次精度のスキームを採用し計算を行った．
∆∗,∆∗∗も,Eq(4.35)，Eq(4.35)，Eq(4.36)と同様にそれぞれ
∆∗ = minmod(∆i+1/2, β¯∆i−1/2)
∆∗∗ = minmod(∆i+1/2, β¯∆i+3/2)
minmod(x , β¯y) = sgn(x )・max{0,min[|x |, sgn(x )・¯βy ]}
である．今回の計算では,η¯ =
1
3
の時，Eq(4.39)より 1 < β¯ ≤ 4となり，その最大値である β¯ = 4を
用いる．このスキームにおいて η¯ =
1
3
と β¯ = 4の組み合わせは，スキームに加わる制限関数の影響
をもっとも押さえたものとなり，人工粘性を最小限に押える．行列 ˆ´T は，URi+1/2とU
L
i+1/2の対称平
均で評価された Jacobian行列 Aˆ = ∂Eˆ/∂Uˆ の右固有ベクトル列である．すなわち，
ˆ´
T i+1/2 = Tˆ ξ(U
R
i+1/2,U
L
i+1/2) (4.51)
さらに, ˆ´Φ
l
i+1/2(凝縮を考慮した 2次元 Navier-Stokes方程式なので l = 1, · · · , 8)によって示される
ˆ´Φi+1/2は，
ˆ´Φ
l
i+1/2 = −ψ(
ˆ´λ
l
i+1/2)
ˆ´α
l
i+1/2 (4.52)
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ただし，関数 ψ(ˆ´λ
l
i+1/2)は，
ψ(z) =



| z | | z |≥ ε1
(z2 + ε21)
2ε1
| z |< ε1
一次元問題で説明したように，非粘性完全気体での流れのマッハ数が 5を超えない程度の流れに対
して，ε1を全域にわたって一定の小さい値として用いてもそれほど顕著な差がないことが分かってい
る．今回の計算において対象とする流れは，凝縮が発生しない場合でもノズル出口でマッハ数が 3程
度であり，流れのマッハ数は明らかにこの範囲に当てはまる．また，平原らによると，衝撃波問題お
よび超音速ノズル内流れの数値実験において，ε1の値を変化させて計算した結果，ε1 ¿ 0.1の適当
な値をとれば，数値振動の抑制効果と不必要な smearing効果の低減を同時に満足することが確認さ
れている．そこで今回の計算においては ε1 = 0.01で一定として計算を行った．ここで，ψは | z |に
対してエントロピーの修正を行う補正項であり，ε1 は正の微小な値をもつパラメータで，一般的に
0.1 ≥ ε1 ≥ 0.001の範囲で選ばれる．
また，ˆ´λ
l
i+1/2,
ˆ´α
l
i+1/2 は，それぞれ Jacobian行列 Aに対する固有値として求められる特性速度と
局所特性変数を示し，いずれも URi+1/2と U
L
i+1/2の対称平均で評価される．
ˆ´λ
l
i+1/2 = λˆ
l
ξ(U
R
i+1/2,U
L
i+1/2) (4.53)
ˆ´α
l
i+1/2 =
ˆ´
T
−1
i+1/2(U
R
i+1/2 −ULi+1/2) (4.54)
前述の対称平均については，例えば，単純な相加平均 (算術平均) や完全気体にのみ適用できる
Roe(1981)による平均化法，そして，その後実在気体について拡張された一般化されたRoeの平均化
法 (例えば，Yee(1987))がある．予備的な数値実験によれば，Roeの平均化法は，衝撃波管を用いた
衝撃波の計算については，衝撃波をより鋭く捕獲するという意味で，単純な相加平均 (算術平均)に
比べてわずかながら優位な結果を示したが，超音速流れの計算についてはその差は顕著に表れないと
いう結果が出ているため，前述の対称平均について単純な相加平均を用いて計算を行うことにした．
残された数値流束 Fˆ i,j+1/2については前述した Eˆi+1/2,j と同様に定義される．また，粘性項を表
す数値流束 Rˆ，Sˆは，2次精度中心差分で評価した．
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4.2 Riemann問題
4.2.1 Riemann解法
無次元化された一般座標系支配方程式を離散化すると次式となる．
Vi,j
Un+1i,j −Uni,j
∆t
+ (Ei+1/2,j −Ei−1/2,j) + (F i,j+1/2 − F i,j−1/2)
=
1
Re
(Ri+1/2,j −Ri−1/2,j) +
1
Re
(Si,j+1/2 − Si,j−1/2)
上式を解くにあたっての差分スキームの違いは，数値流束 (Numerical Flux)Ei+1/2（1次元の場合）
の評価の違いに掃結する．格子点 iと i + 1には物理量が与えられているが，セルの境界 i＋ 1/2に
は物理量は与えられていない．そこで数値流束 i+1/2の値を決定するにはRiemann問題を解かなけ
ればならない．
Riemann問題とは圧縮性流体中のある場所において，その場所を境として右側の領域の状態量と
左側の領域の状態量が初期植として与えられた場合の初期値問題である．Riemann問題の解は左右
に広がる 2つの非線形波 (圧縮波と膨張波)とそれに挟まれる線形波 (接触不連続面)によって構成さ
れる．Riemann解法では初期値として左右の状態量が与えられると波のパターン，波の強さ，各波
間の状態量がそれぞれ求められる．
Riemann解法には多くの解法が提案されているが，解析的に解いて厳密解を得る方法と近似的に
解く方法の 2つに大別される．前者はGodunov法であり，後者のなかで代表的なものはRoeの近似
Riemann解法である．Harten‐Yee型TVDスキーム，およびChakravarthy‐OsherのTVDスキー
ムは Roeの近似 Riemann解法を用いた 1次精度 FDS(Flux Diﬀerence Splitting)スキームを高次精
度化したものである．Godunov法は厳密解が得られるのであるが Newton法等の反復法が必要にな
るので計算効率が良くないという欠点を持つ．そのため最近では効率的な計算ができる近似Riemann
解法のほうが主流となっている．
流速分離法1には次のような手法 (73)がある．
1. 流速差分分離法 (Flux Diﬀerence Splitting Method, FDS)
セル境界とそれをはさむ左右の物理量からなる衝撃波初期値問題の解として，数値流束を求める
もの．この方法では，境界層内で自然に数値粘性項が小さくなるため物理的な粘性項により境界
層を壊さない．衝撃波等の不連続面のみならず，特に空間内の剥離渦のように数値粘性の効果に
注意すべき流れ場では有効な手法となる．しかし，強い衝撃波および膨張波に対して安定性に問
題がある．
2. 流束ベクトル分離法 (Flux Vector Splitting Method, FVS)
左右の物理量でそれぞれ流束分離して，左から来る流束と右から来る流束との和として，数値流
束を求めるものである．この方法では，数値粘性が物体近くの境界層内においても有限にとどま
るため境界層のプロファイルが正しく保たれない．しかし，非圧縮性流れの計算には有効である
が，接触連続面あるいはすべり面での数値粘性が問題になる．
Roeの平均化に代表される近似解法 (Roe平均)(64) は，流速分離法では，流速差分分離法（Flux
Diﬀerence Splitting Method，FDS）に含まれる．
1流速分離法 · · ·大別すると流速差分分離法（Flux Diﬀerence Splitting Method，FDS）と流束ベクトル分離法（Flux
Vector Splitting Method，FVS）に分けられる
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4.2.2 Roeの近似Riemann解法
1次元スカラー方程式を保存形で表示すると次で示される．
ut + fx = 0 (f = au, a＞ 0)
ただし，aは特性速度である．上式を陽解法で差分近似すると次式で表される．
un+1i = u
n
i − ν(fni+1/2 − fni−1/2)
ここで，ν = ∆t/∆xである．また，CFLはクーラン数と呼ばれる．クーラン数は波の物理的な速さ
と計算上の速さの比を表す定数である．時間積分に陽解法を用いる場合，CFL＜ 1.0でなければなら
ない．これは計算上の波の速さが実際の物理的な速さを超えてはならないことを意味する．数値流束
fni+1/2は 1次精度風上差分法では次で示される．
fni+1/2 =
1
2
[(fi+1 − fi)− |a|(ui+1 − ui)]
次にこの 1次精度風上差分をシステム方程式（Euler方程式）に拡張する．1次元 Euler方程式を
保存形で表示すると次で示される．
Qt + Fx = 0
ただし，
Q =


ρ
ρu
e

 , E =


ρu
ρu2 + p
u(e+ p)


Euler方程式は非線形方程式なのでこのままの形では解けない．そこで次式のように局所線形化
する．
Qt +AQx = 0 (A =
∂F
∂Q
)
上式は Aを局所的に線形化することを意味する．上式において Euler方程式は双曲形であるから，
Jacobian matrixは対角化可能である．いまRを右固有ベクトル，R−1を左固有ベクトルとすると，
Λ = R−1AR = diag(al)
である．ここで alは各要素の特性速度となり，1次元の場合，a1 = u− c, a2 = u, a3 = u+ c(cは音
速)である．いま左固有ベクトル R−1を左側から掛け，W = R−1Qとすると次式は次のように変換
される．
Wt + ΛWx = 0
上式は，各特性波ごとに分解された独立した 3つのスカラー方程式と見なせる．したがってこの方程
式において各特性波ごとにスカラー方程式に適用した 1次精度風上差分法を適用し，これを逆変換
することによって元のシステム方程式形に戻してあげれば，Euler方程式を 1次精度風上差分法で解
くことができる．これが FDSと呼ばれる計算手法である．結局 FDSでは数値流束 Fi+1/2は次式で
ある．
Fi+1/2 =
1
2
[(Fi+1 − Fi)− |A|i+1/2(Qi+1 −Qi)]
ただし，A = R|Λ|R−1である．また，
α = R−1i+1/2(Qi+1 −Qi)
である．αは各波をまたいでの物理量の jump量に相当する．
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|A|i+1/2の値を決定するためにセル境界 i+1/2における物理量を求めなければならない．これを求
める方法として Roeは Roe平均 (Roe’s average)を提案した．これがいわゆる Roeの近似 Riemann
解法と呼ばれるものである (74)．Roeは Ai+1/2(A(Qi+1, Qi))を線形近似する際，Riemann問題の解
の分布はすべて線形波による不連続から構成される．また近似 Riemann解は不連続面で厳密解の保
存則を満たすように次のような仮定をした．
Roe平均は，特性速度の方向を考慮してできるだけ流体力学の支配方程式の性質（特に不連続面
を正確に捉える性質）を満足するように i + 1/2 位置での物理量を決めるものである．Eq(4.26)の
Ai+1/2 (A(U i+1,U i)) を例にして Roe平均の満足すべき性質を以下に示す．
1. A(U i+1,U i) は，ベクトル空間 U からベクトル空間 E に線形に対応するように構成される．
2. A(U ,U )→ A(U) が成り立つ．
3. 全ての iに対して，A(U i+1,U i)× (U i+1 −U i) = Ei+1 −Ei が成り立つ．
4. A(U i+1,U i) の固有値は線型独立である．
これらの性質を満足したものが，次に示す Roe平均である．すなわち，ξ 方向に対して，
ui+1/2,j =
D¯ui+1,j + ui,j
D¯ + 1
(4.55)
vi+1/2,j =
D¯vi+1,j + vi,j
D¯ + 1
(4.56)
Hi+1/2,j =
D¯Hi+1,j +Hi,j
D¯ + 1
(4.57)
c2i+1/2,j = (γ0 − 1)
·
Hi+1/2,j −
1
2
(u2i+1/2,j + v
2
i+1/2,j)
¸
(4.58)
D¯ =
q
ρi+1,j/ρi,j (4.59)
H =
γ0p
(γ0 − 1)ρ
+
1
2
(u2 + v2) (4.60)
と定義される．なお，η 方向に対しても同様に定義される．
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4.3 Jacobian行列と固有ベクトル
本節では，本研究で用いた Jacobian行列，固有値及び固有ベクトルを表示する．
4.3.1 凝縮無しの場合の Jacobian行列と固有ベクトル
(a) Jacobian行列 (Pulliamの展開形式)
二次元系の Jacobian行列は 4行 4列であるため，4個の固有値を持つ．また 1つの固有値に対し
て，左固有ベクトルと右固有ベクトルが決まるため左および右固有ベクトルの行列LとRは 4行 4列
となる (75)．初めにヤコビ行列 Aˆ = ∂Eˆ/∂Uˆ，Bˆ = ∂Fˆ /∂Uˆ について示す．ここで，Aˆ，Bˆに対して，
それぞれ kをξ，ηとすると，
Aˆ or Bˆ =


0 kx
−uθ + kxφ2 θ − (G− 1)kxu
−vθ + kyφ2 kxv −Gkyu
θ[2φ2 − (G+ 1)e
ρ
] kx[(G+ 1)
e
ρ
− φ2]−Guθ
ky 0
kyu−Gkxv kxG
θ − (G− 1)kyv kyG
ky[(G+ 1)
e
ρ
− φ2]−Gvθ (G+ 1)θ


(4.61)
ここで，ρは乾き空気の密度，eは乾き空気の内部エネルギーである．さらに，
θ = kxu+ kyv (4.62)
φ2 =
1
2
G(u2 + v2) (4.63)
ただし，
G = γ0 − 1 (4.64)
である．また，U は反変速度（物理空間の速度 u，vに対して計算空間に写像された速度U，V )であ
り，次式で示される．
U = ξxu+ ξyv
V = ηxu+ ηyv
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(b) 固有値と固有ベクトル列
Jacobian行列，固有値及び固有ベクトル列の表示を簡単にするために，次の変数を導入する．
α =
ρ√
2a
β =
1√
2ρa
k˜x =
kxq
k2x + k
2
y
k˜y =
kyq
k2x + k
2
y
θ˜ = k˜xu+ k˜yv R = φ2 W = φ2 (4.65)
ただし，aについての詳細は後にする．ここで，Jacobian行列を対角化すると，
Aˆξ = Tˆ ξΛˆξTˆ
−1
ξ Bˆξ = Tˆ ηΛˆηTˆ
−1
η (4.66)
である．ここで，Λˆξ，Λˆηは，それぞれ Aˆ, Bˆの固有値の対角行列である．次に，Λˆξ, Λˆη，Tˆ k, Tˆ
−1
k
について具体的に示す．
(c) 固有値の対角行列
Λˆξ =D[U,U, U + a
q
ξ2x + ξ2y , U − a
q
ξ2x + ξ2y ]
=


U 0 0 0
0 U 0 0
0 0 U + a
q
ξ2x + ξ2y 0
0 0 0 U − a
q
ξ2x + ξ2y


(4.67)
Λˆη =D[V, V, V + a
q
η2x + η2y , V − a
q
η2x + η2y ] (4.68)
ただし，
a2 = (G+ 1)
p
ρ
=
γ0p
ρ
(4.69)
である．ここで pは，
p = G
"
Es −
1
2
ρ(u2 + v2)
#
= (γ0 − 1)
"
Es −
1
2
ρ(u2 + v2)
#
(4.70)
である．
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(d) 右固有ベクトル列
Tˆ k =


1 0 α α
u k˜yρ α(v + k˜xa) α(u− k˜xa)
v −k˜xρ α(v + k˜ya) α(u− k˜ya)
R
G
ρ(k˜yu− k˜xv) α(
R+ a2
G
+ aθ˜) α(
R+ a2
G
− aθ˜)


(4.71)
(e) 左固有ベクトル列
Tˆ
−1
k =


1−Wa−2 Ga−2u Ga−2v −Ga−2
−ρ−1(k˜yu− k˜xv) k˜yρ−1 −k˜xρ−1 0
β(W − aθ˜) β(k˜xa−Gu) β(k˜ya−Gv) βG
β(W + aθ˜) −β(k˜xa+Gu) −β(k˜ya+Gv) βG


(4.72)
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4.3.2 凝縮有りの場合の Jacobian行列と固有ベクトル
(a) Jacobian行列 (Pulliamの展開形式)
凝縮がある場合 8行 8列となり，対角行列および固有ベクトル列は次のようになる．Aˆ = ∂Eˆ/∂Uˆ，
Bˆ = ∂Fˆ /∂Uˆ について示す．ここで，Aˆ，Bˆに対して，それぞれ kを，ξ，ηとすると，
Aˆ or Bˆ =


0 kx ky
−u · θ + kx · (φ2 + ρm · g ·K) θ − (G− 1) · kx · u ky · u−G · kx · v
−v · θ + ky · (φ2 + ρm · g ·K) kx · v −G · ky · u θ − (G− 1) · ky · v
θ · [2φ2 − (G+ 1) · em
ρm
kx · [(G+ 1) · emρm − φ
2 ky · [(G+ 1) · emρm − φ
2
+ρm · gtotal ·K −G · gtotal · L] +G · gtotal · L]−G · u · θ +G · gtotal · L]−G · v · θ
−ghom · θ kx · ghom ky · ghom
−nhom · θ kx · nhom ky · nhom
−ghet · θ kx · ghet ky · ghet
−khet · θ kx · khet ky · khet
0 0 0 0 0
kx ·G −kx · (ρm ·K −G · L) 0 −kx · (ρm ·K −G · L) 0
ky ·G −ky · (ρm ·K −G · L) 0 −ky · (ρm ·K −G · L) 0
(G+ 1) · θ θ · (G · L− ρm ·K) 0 θ · (G · L− ρm ·K) 0
0 θ 0 0 0
0 0 θ 0 0
0 0 0 θ 0
0 0 0 0 θ


ここで，ρmは混合気体の密度，emは混合気体の内部エネルギーである．さらに，
gtotal = ghom + ghet (4.73)
θ = kx · u+ ky · v (4.74)
φ2 =
1
2
·G · (u2 + v2) (4.75)
ただし,
G =
Ã
1− gtotal · Mm
Mv
!,Ã
1
γ0 − 1
+ gtotal · Mm
Mv
!
(4.76)
である．さらにK は，
K = Z ·
"
em −
1
2
· ρm · (u2 + v2) + ρm · gtotal · L
#
(4.77)
ただし，
Z =
ÃÃ
1
γ0 − 1
+ 1
!
Mm
Mv
!,Ã
ρ2m
Ã
1
γ0 − 1
+ gtotal · Mm
Mv
!!2
(4.78)
である．
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(b) 固有値と固有ベクトル列
Jacobian行列，固有値及び固有ベクトル列の表示を簡単にするために，次の変数を導入する．
α =
ρm√
2a
β =
1√
2 · ρm · a
k˜x =
kxq
k2x + k
2
y
k˜y =
kyq
k2x + k
2
y
θ˜ = k˜x · u+ k˜y · v R = φ2 −G · gtotal · L W = φ2 + ρm · gtotal ·K (4.79)
ただし，aについての詳細は後にする．ここで Jacobian行列を対角化すると，
Aˆξ = Tˆ ξ · Λˆξ · Tˆ−1ξ Bˆη = Tˆ η · Λˆη · Tˆ
−1
η (4.80)
となる．ここで，Λˆξ，Λˆηは，それぞれ Aˆ, Bˆの固有値の対角行列である．次に，Λˆξ，Λˆη，Tˆ k，Tˆ
−1
k
について具体的に示す．
(c) 固有値の対角行列
Λˆξ =D[U,U, U + a
q
ξ2x + ξ2y , U − a
q
ξ2x + ξ2y , U, U, U, U ]
=


U 0 0 0 0 0 0 0
0 U 0 0 0 0 0 0
0 0 U + a
q
ξ2x + ξ2y 0 0 0 0 0
0 0 0 U − a
q
ξ2x + ξ2y 0 0 0 0
0 0 0 0 U 0 0 0
0 0 0 0 0 U 0 0
0 0 0 0 0 0 U 0
0 0 0 0 0 0 0 U


(4.81)
Λˆη =D[V, V, V + a
q
η2x + η2y , V − a
q
η2x + η2y , V, V, V, V ] (4.82)
ただし，
a2 = (G+ 1) · p
ρm
(4.83)
である．ここで pは，
p = G ·
"
Es −
1
2
· ρm · (u2 + v2) + ρm · gtotal · L
#
(4.84)
である．
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(d) 右固有ベクトル列
Tˆ k =


1 0 α α
u k˜y · ρm α · (u+ k˜x · a) α · (u− k˜x · a)
v −k˜x · ρm α · (v + k˜y · a) α · (v − k˜y · a)
R
G
ρm · (k˜y · u− k˜x · v) α · (R+ a
2
G
+ a · θ˜) α · (R+ a
2
G
− a · θ˜)
ghom 0 ghom · α ghom · α
nhom 0 nhom · α nhom · α
ghet 0 ghet · α ghet · α
khet 0 khet · α khet · α
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
ρm · (ρm ·K −G · L)
G
0
ρm · (ρm ·K −G · L)
G
0
ρm 0 0 0
0 ρm 0 0
0 0 ρm 0
0 0 0 ρm


(4.85)
(e) 左固有ベクトル列
Tˆ
−1
k =


1−W · a−2 G · a−2 · u G · a−2 · v −G · a−2
−ρm−1 · (k˜y · u− k˜x · v) k˜y · ρ−1m −k˜x · ρ−1m 0
β · (W − a · θ˜) β · (k˜x · a−G · u) β · (k˜y · a−G · v) β ·G
β · (W + a · θ˜) −β · (k˜x · a+G · u) −β · (k˜y · a+G · v) β ·G
−ghom · ρ−1m 0 0 0
−nhom · ρ−1m 0 0 0
−ghet · ρ−1m 0 0 0
−khet · ρ−1m 0 0 0
(ρm ·K −G · L) · a−2 0 (ρm ·K −G · L) · a−2 0
0 0 0 0
−(ρm ·K −G · L) · β 0 −(ρm ·K −G · L) · β 0
−(ρm ·K −G · L) · β 0 −(ρm ·K −G · L) · β 0
ρ−1m 0 0 0
0 ρ−1m 0 0
0 0 ρ−1m 0
0 0 0 ρ−1m


(4.86)
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4.4 乱流モデル
工学分野において重要な高レイノルズ数流れでは，流れの中の”乱れ”が成長し，時間的にも空間
的にも不規則な流れ現象が生ずる．仮に支配方程式と境界条件を正しく与えることができれば，数値
シミュレーションによって”乱流”をシミュレーションすることができる．しかし，正しく乱流現象
を捉えるためには，現在のスーパーコンピュータとは桁違いの記憶容量と計算能力が要求される．こ
のため，乱流の直接シミュレーションは，比較的低いレイノルズ数にとどまっているのが現状である．
実用上重要な高いレイノルズ数の乱流の取り扱いは，何らかの方法で乱流のもつ輸送特性を近似し，
それを方程式の中に修正項として導入する (乱流のモデル化)．そしてこの時の修正項の評価方法を乱
流モデル (66),(68)と呼ぶ．
乱流解析手法には，3種類の方法があり，以下簡単に説明する．ここで後者にいく程，厳密な解が
得られるが，計算に必要となる時間とメモリーが大きくなる．
1. RANS(Reynoldes averaged Navier-Storks equations，レイノルズ平均)
方程式を，レイノルズ平均することによって生ずるレイノルズ応力をモデル化する方法．工業的
によく用いられる．更に下記のように分類される (67)．
1. 渦粘性モデル 渦粘性を速度と関連づける方法．
2. 応力方程式モデル レイノルズ応力方程式を解く方法．
2. LES(Large eddy simulation，格子平均)
方程式を，格子平均をおこない流れ場を分解し，計算格子幅より大きいスケールの運動は直接計
算，小さいスケール運動に対してはモデル化を行い計算する方法．
3. DNS(Direct numerical simulation，直接法)
方程式の平均化を行わないで直接，解析する方法．付加的なモデルがいらない．Kolmogorov
maicroscaleと同程度のスケールまで格子を細かくする必要がある．乱流の本質は 3次元なので，
3次元計算のみ使用される．
本研究では，これら乱流解析方法として計算条件が易しく，かつ単純な「RANSの渦粘性モデル」
を採用し計算を行う．つまり，乱流モデルにより渦粘性係数 (乱流粘性係数)を方程式内に導入して評
価する．
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4.4.1 渦粘性モデル
(a) レイノルズ応力
単位体積あたりの x方向の運動量が ρ(u ± u0) = ρu(y ± l)である流体塊が，y 軸に直角な単位
面積あたりに体積 (∓v0)だけ y軸の負の方向 (あるいは正の方向)に移動する．その結果，平均的に
E[ρ(u± u0) · (∓v0)] = E[−ρuv0 − ρu0v0 ]の運動量が y方向に輸送される．ここに，v0 は流体塊の y方
向への輸送速度であり，Eは統計的平均を意味する．したがって，運動量の法則により y軸に直角な
単位面積には，輸送された運動量に等しい τyxが運動量成分の方向 (x方向)に作用するものとしてみ
なしうる．すなわち，E[v
0
] = 0を考慮すれば，
τyx = −E[ρ(u+ u
0
)v
0
]
　　 = −E[ρu0v0 ]
= −ρu0v0
このような流れの乱流運動に伴う応力はレイノルズにより導かれた．この応力は，レイノルズ応力
(Reynolds stress)Ri,j と呼ばれる (76)．このレイノルズ応力は，乱流現象の理論の基礎をなすもので
ある．上の説明では τyx成分のみ導いたが，他の成分についても同様にレイノルズ応力が存在する．
すでに，前節において，NS方程式 (前節の全成分の運動量の式)からレイノルズ応力を導き出して
おり，平均流運動方程式と全成分の運動量方程式を区別する唯一の量としてあらわれている．この平
均流運動方程式は，レイノルズ平均NS方程式と呼ばれ，レイノルズによって導き出された．このレ
イノルズ平均 NS方程式のことを RANS(Reynoldes averaged Navier-Storks equations)やレイノル
ズ方程式と呼ぶ場合もある．
これら，上記の関係は非圧縮性乱流に対してレイノルズが導いた．圧縮性乱流に対しても適当な仮
定のもと前節で示したように方程式が求めることができる．その方程式を遷音速・超音速流れの計算
流体力学研究者は，時間平均 NS方程式 (Time averaged Navie-Stokes equations，TANS)と呼ぶこ
とが多い (73)．また，Morkovinの仮説より，圧縮性乱流において，−ρ¯ gu00i u00j = −ρu0iu0j と扱うことが
出来る．したがって，−ρ¯ gu00i u00j を圧縮性流体での乱流運動による応力 (レイノルズ応力)Rij として取
り扱う．
本研究で乱流モデルとして採用したRANS(Reynoldes averaged Navier-Storks equations)では，レ
イノルズ応力Ri,j の取り扱いに関して 2つの方法がある．第 1の方法では，Ri,j を渦粘性の概念 (渦
粘性モデル)を用いて近似する方法．第 2の方法では，Rij の輸送方程式 (レイノルズ応力方程式)を
直接取り扱う方法．本研究では，計算が容易な第１の渦粘性モデルによりレイノルズ応力を導出する.
レイノルズ応力を具体的に表すには関係式が必要となる．最も単純な考え方はレイノルズ応力を平
均速度分布と関連付ける方法である．渦粘性の概念の下に平均速度および乱流を特徴付けるスカラー
量を用いてレイノルズ応力を近似する方法を，渦粘性 (型)モデルと総称する (68)．
ここでは，渦粘性モデリングとして最も簡単なブシネスク (Boussinesq)近似と，その基となったプ
ラントル (Prandtl)の混合長理論 (混合距離理論)について説明する．後述の乱流モデルの Baldwin-
Lomaxモデルでは混合長理論を適応し，付録の中で述べる修正 k − Rモデルにブシネスク近似を適
応している．
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(b) ブシネスク近似
まず，考えの基本となった非圧縮性流体に対しての理論を述べる．その後，圧縮性流体の対応を述
べる．
・非圧縮性乱流
乱流渦によって発生する応力を分子粘性応力との類推から与える考え方がある．ここで分子粘性応
力は粘性係数と速度勾配の積で表現される事が実験的に確認されており，次式のように表される．
τij = ρν(
∂uj
∂xi
+
∂ui
∂xj
)
分子速度の平均を v¯，平均自由行程を lF としたとき，分子動粘性係数 νは次式と表される．
ν =
1
3
v¯lF
乱流応力も同様に，渦による拡散を表す係数 νtと平均速度勾配の積であると考えれば，
−ρu0iu
0
j = ρνt(
∂uj
∂xi
+
∂ui
∂xj
)− 2
3
ρkδij (4.87)
これをレイノルズ応力のブシネスクの渦粘性近似と呼ぶ．νtは分子動粘性係数 νに対応する渦運動効
果を表すもので，渦動粘性係数 (kinetimatic eddy viscosity)または乱流動粘性係数とよばれる．νと
は異なり νtは流体の性質では定まらず，流体運動の場所の関数となる．分子動粘性係数と同じく [長
さ]×[速さ]の次元をもち，次のように表すことができる．
νt = utl
ここで utは乱流渦の特徴的な速度であり，l はその特徴的な長さスケールである．ただし，分子動粘
性係数にみられる係数 1/3に対応する定数は l の定義に含まれるものとして省略されている．
また，式 (4.87)の右辺第二項 2/3 · ρkδijは両辺の縮約をとったときの恒等関係から必要となる項で
あり，レイノルズ応力の等方成分を表している．
式 (4.87)が高い精度で成立するためには平均場と変動場におけるスケールの分離と変動場の高い等
方性が必要となり，工学分野で実際に取り扱われる複雑な乱流場では十分に満足されない事が多い．
・圧縮性乱流
上記の関係を圧縮性流体に適応すると，せん断応力に体積膨張の効果が加わり分子粘性応力は次式
で示される．
τij = µl(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
) + λδij
∂uk
∂xk
ここで第二粘性係数 λを−2/3 · µlとする．
τij = µl
³∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
− 2
3
δij
∂uk
∂xk
´
= µlSij
乱流応力 (レイノルズ応力)では，
Rij = −ρ¯ gu00i u00j = −ρ¯u0iu0j = µt³∂ eui∂xj + ∂fuj∂xi − 23δij ∂fuk∂xk
´
− 2
3
ρ¯kδij = µtSij −
2
3
ρ¯kδij
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このモデルを導入することで，前節の RANS方程式の粘性項では，次式のようになる．ここで分子
粘性応力の速度は，前章で導出したようにファーブル平均である．
τij +Rij = (µl + µt)Sij −
2
3
ρ¯kδij
ここで Sij =
∂ eui
∂xj
+
∂fuj
∂xi
− 2
3
δij
∂fuk
∂xk
と簡単な形となり，計算が容易である．
次に問題となるのは，レイノルズ応力内の渦粘性係数 µtをどう評価するかである．この評価方法
に 3つの方法がある．µtを求める際に必要な乱れの特性を的確に反映する物理量の数つまり，追加さ
れる方程式の数で呼び方が決められる．
• 0方程式モデル …… 新たな方程式を解かなくて良い．
• 1方程式モデル …… 1つの方程式を解いて求める．
• 2方程式モデル …… 2つの方程式を解いて求める．
(c) 混合長理論
ここでは，レイノルズ応力の近似法だけでなく，渦粘性係数の導出方法まで述べる．ただし，流れ
場は，考えが容易な非圧縮乱流で，かつ単純せん断流 (クエット流)として述べる．
ある点に生じる流速 uの変動分 u
0
は流体粒子の移動距離 l1とその平均時間勾配に du¯/dyに比例す
る．v
0
も同じように平均速度勾配に比例すると考えられる．
u0 = l1
du¯
dy
, v0 = l2
du¯
dy
流速の変動分を時間 (もしくは空間か集合)の二乗平均を行い，レイノルズ応力を求める．ここで α
は u
0
v
0
の相関係数で，さらに l2 = αu
0
v
0
とする．
−ρu0v0 ≈ ρu0rmsv0rms ≈ ρα(l1
du¯
dy
)(l2
du¯
dy
) = ραl1l2(
du¯
dy
)(
du¯
dy
) = ρl2|du¯
dy
|du¯
dy
上式の絶対値記号は，レイノルズ応力−ρu0v0と ∂u¯/∂yが同符号となるように考慮したためである．
ここで，前節で行ったように，乱流渦によって発生する応力 (レイノルズ応力)を分子粘性応力と
の類推から与える．ここで分子粘性応力は，次式 (ニュートンの粘性抵抗則)でありこの式と対応さ
せる．
τxy = ρν
du
dy
したがって，レイノルズ応力Rij と乱流動粘度 νtは次式となる．
Rij = −ρu0v0 = ρνt
du¯
dy
νt = l2|du¯
dy
|
この理論は，運動量が混合距離の間で保存されて運搬されると考えるので運動量輸送理論，またはプ
ラントルの混合距離理論 (混合長理論)(mixing length theory)と呼ばれ，lは混合距離または混合長
(mixing length)と呼ばれている．
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通常は νtよりも，µt = ρνtが用いられ，µtを乱流動粘度 (eddy kinematic viscosity)，もしくは乱
流拡散係数 (eddy diﬀusion coeﬃcient)と呼ぶ．
Rij = −ρu0v0 = µt
du¯
dy
この混合長理論を，本研究で対象とする一般的な圧縮性乱流に対応させる．分子粘性応力とレイノル
ズ応力は，次式で示される．
τij = µl
³∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
− 2
3
δij
∂uk
∂xk
´
= µlSij
Rij = −ρ¯ gu00v00 = −ρ¯u0v0 = µt³∂ eui∂xj + ∂fuj∂xi − 23δij ∂fuk∂xk
´
= µtSij
このモデルを導入することで，前節の RANS方程式の粘性項では，次式のようになる．ここで分子
粘性応力の速度は，前章で導出したようにファーブル平均である．
τij +Rij = (µl + µt)Sij
ここで，
Sij =
∂ eui
∂xj
+
∂fuj
∂xi
− 2
3
δij
∂fuk
∂xk
このように，簡単な形となり，前節のブシネスク近似よりも計算が容易である．
また，渦粘性係数は次式で示される．速度勾配成分にひずみ速度テンソルを用いた場合，
µt = ρ² = ρl2|∂ eui∂xj + ∂fuj∂xi | = ρl2
s³∂ eui
∂xj
+
∂fuj
∂xi
´2
速度勾配成分に渦度を用いた場合．本研究では 2次元より，
µt = ρ² = ρl2|∂u˜∂y −
∂v˜
∂x
| = ρl2
s³∂u˜
∂y
− ∂xv˜
∂x
´2
ここで混合長 lは，壁面からの距離 ynに比例すると考えられ，
l = κyn または l = κynf
である．ここでKarman定数 κ(= 0.41)，f はVan-Driestの減衰関数で，
f = 1− exp −y
+
A
である．ただし，定数 A(= 26)である．減衰関数 f は境界層の粘性底層内で乱れが減衰していく状
態をしめす関数で壁面上で 0，外層で１となる関数である．y+は，後述する壁法則で壁面近くの流速
分布決定する無次元量である．
以上のように，この理論を使うことによって，新たな方程式を解かず流れ場のみの情報で渦粘性係
数 νtを求め，レイノルズ応力Rij を決める事ができる
本章では，0方程式モデルの代表といえる混合長理論を応用した Baldwin-Lomaxモデルについて
説明する．また，ブシネスク近似を使った 2方程式モデルの修正 k − Rモデルについて付録で説明
する．
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4.4.2 Baldwin-Lomaxモデル
ここでは，0方程式モデルの代表例ともいえる Baldwin-Lomaxモデル (1978)(77)(78)について述べ
る．0方程式モデルとは，乱流の生成と散逸が等しい平行モデルのことで，流線型物体の高レイノル
ズ数流れで剥離がなく圧力勾配が小さい場合は，他の高次モデルよりも信頼性が高いといわれている．
Baldwin-Lomaxモデルは Cebeci-Smithモデル (1974)に修正を加え使い易くしたものである．具体
的に言うと，Cebeciのモデルにおいては µtを求めるために乱流境界層 (turbulent boudary layer)外
縁を定めなければならなかったが，Baldwin-Lomaxモデルでは渦度 (vorticity)を利用 (乱流スケー
ルを境界層内の渦度分布から計算する)することでその必要を取り除いている．Cebeciのモデルと
Baldwin-Lomaxモデルはかなり類似しているが，違いは外層での速度スケールの取り方で，Cebeci
のモデルは速度に，Baldwin-Lomaxモデルは渦度に基づいている．
Baldwin-Lomaxモデルでは，境界層を内層 (inner layer)と外層 (outer layer)に分けて渦粘性係数
を近似する．いわゆる混合長理論 (mixing length theory)に基づいた代数乱流粘性モデルである．ま
た，平板に対するモデルながら広範囲の高速流体現象に適用が可能である．
本章では，初めにその 0次方程式の基礎理論として壁法則 (wall-law)について述べる．そして，そ
れの応用である実際計算で使用した渦粘性係数の導出方法について述べる．
(a) 壁法則 (壁関数)
壁面近くの流れは，そこで重要な役割をする物理量の密度 ρ，動粘性係数 ν，壁面からの垂直方
向距離 yn，壁面摩擦応力 τw により支配されている．この流れ全体にかかる量であるレイノルズ数
Re = ud/νには無関係であると推測される．前者のうち壁面摩擦応力 τwと密度 ρから次式の速度次
元の量を導く．
uτ =
r
τw
ρ
（τw = µ
∂u¯
∂y
|w）
これを壁面摩擦速度 (friction velocity)と呼ばれ，壁面近くの流れの代表速度とみなす．これを使い
レイノルズ数と同様な無次元パラメータ y+をもとめる．
y+ =
uτyn
ν
この y+によって壁面近くの速度分布が決められる．これをPrandtlの壁法則 (law of wall)という
(76)．
u¯(y)
uτ
= fn(y
+)
乱流境界層の壁近くには上記の壁法則の普遍速度分布 u+ = u¯/uτ が存在する．壁面近くの速度分布
を次の３層モデル（壁関数）として考える．
粘性低層 : 0 ≤ y+ ≤ 5 : u+ = y+
遷移層（バッファー域） : 5 ≤ y+ ≤ 30 : u+ = 5.0lny+ − 3.05
乱流層 : 30 ≤ y+ : u+ = 1
κ
lny+ + 5.0
但し，
κ = 0.41 (カルマン定数), u+ =
u
uτ
, y+ =
uτyn
ν
したがって，これより，渦動粘性係数は，
粘性低層 : 0 ≤ y+ ≤ 5 : νt
ν
= 0
遷移層 : 5 ≤ y+ ≤ 30 : νt
ν
=
y+
5
− 1
乱流層 : 30 ≤ y+ : νt
ν
= κy+ − 1
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(b) 渦粘性係数 (乱流粘性係数)の導出
この章の始めに述べたが，このモデルでは渦粘性係数を求めるのに，境界層の内層 (inner layer)と
外層 (outer layer)に分けて次のように考える．
内層 : Prandtl-Van Driestの公式
外層 : Clauserの公式の改良
ここでは，乱流モデルの主問題となる渦粘性係数の導出の方法を説明する．乱流の影響は，渦粘性係
数 (turbulent viscosity)µtの項において評価され，輸送方程式の粘性項における粘性係数は，混合長
理論より，µl+µtに置き代える事ができる．Baldwin-Lomaxモデルでは渦粘性係数 µtを次の２層領
域に分け考えられる．
µt =



(µt)inner yn ≤ ycrossover
(µt)outer ycrossover < yn
但し，ynは壁からの垂直方向の距離，ycrossoverは，内領域 (inner)外領域 (outer)の各式から得られ
るそれぞれの値が一致するときの ynの最小値である．
(b-1) 内層
内領域では Prandtl-Van Driestの公式が使われる．すなわち，
(µt)inner = ρ¯l2|ω|
但し，
l = κynf
f = 1− exp
Ã
− y
+
A+
!
lは混合距離，f は壁面補正 (減衰関数)を，またA+は定数，κはカルマン定数を示している．更に，
|ω|は渦度の大きさで，
|ω| =
¯¯¯¯
∂u˜
∂y
− ∂v˜
∂x
¯¯¯¯
また，y+はいわゆる壁法則 (law of the wall)である．すなわち，
y+ =
ρ¯wuτyn
µw
=
√
ρ¯wτw
µw
yn (uτ =
r
τw
ρ¯w
)
但し，添字 wは壁の値を表わし，uτ は摩擦速度 (friction velocity)である．
(b-2) 外層
次に外領域では Clauserの公式を Klebanoﬀの間欠関数 (intermittency function)FKLEB(yn)で補
正した次式が用いられる．
(µt)outer = KCCP · ρ¯ · FWAKE · FKLEB(yn) (4.88)
但し，K は Clauser定数，CCPは補正定数を示している．FWAKEは次式で示される．
FWAKE = min
Ã
ymaxFmax , CWK · ymaxU
2
DIF
Fmax
!
(4.89)
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ymaxと Fmaxは次式の最大値より決定される．即ち，
F (yn) = yn|ω|{1− exp
Ã
− y
+
A+
!
} (4.90)
Fmaxとは，ある縦断面で発生する F (yn)の最大値のことであり，ymaxとは，その時の ynの値を表
す．伴流域 (wake area)において，式 (4.90)の輸送項は零にセットされる．
また，間欠関数 FKLEB(yn)は次式のように与えられる．
FKLEB(yn) =
(
1 + 5.5
µ
CKLEB
ymax
yn
¶6)−1
UDIFはその縦断面における速度の最大値と最小値の差である．即ち，
UDIF = (
p
u˜2 + v˜2)max − (
p
u˜2 + v˜2)min
UDIF の第 2項は，伴流域を除いて通常零とする．外領域の公式 (4.88)，(4.89)は，境界層に続く領
域および隔てた領域のみならず伴流域にも用いることができる．要するに，渦度の分布が長さ決定の
ために使われることになる．従って，境界層（または伴流域）外縁を定める必要がなくなるわけであ
る．なお，渦粘性係数の導出の諸関係式に現れる定数を次にまとめて示す．



κ = 0.41
A+ = 26.0
CCP = 1.6
CKLEB = 0.3
CWK = 0.25
K = 0.0168
CMUTM = 14.0
(c) 基礎方程式の変形
この Baldwin-Lomax モデルにおいて，圧縮性流体解析の基礎方程式は次のように変形される．混
合長理論より，応力項での各応力テンソルにレイノルズ応力が加算される式は，単純に次のようにお
ける．ここでは，粘性応力 τij−lとレイノルズ応力を合わせて全体の応力 τij とする．
τij = τij−l − ρ gu”v” = (µl + µt)(∂ eui∂xj + ∂fuj∂xi − 23δij ∂fuk∂xk )　
このことより，基礎式は以下の様になる．また，各物理量で ρ, pはレイノルズ平均値，その他 u, T に
関してはファーブル平均値である．
・連続の式
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂x
+
∂(ρv)
∂y
= 0
・運動量の式
[x 方向]
∂(ρu)
∂t
+
∂(p + ρuu)
∂x
+
∂(ρuv)
∂y
=
∂τxx
∂x
+
∂τxy
∂y
[y 方向]
∂(ρv)
∂t
+
∂(ρuv)
∂x
+
∂(p + ρvv)
∂y
=
∂τyx
∂x
+
∂τyy
∂y
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・エネルギーの式
∂(ρe)
∂t
+
∂
∂x
((ρe+ p)u) +
∂
∂y
((ρe+ p)v)
=
∂
∂x
(uτxx + vτxy + cp
³ µl
Prl
+
µt
Prt
´∂T
∂x
)
+
∂
∂y
(uτxy + vτyy + cp
³ µl
Prl
+
µt
Prt
´∂T
∂y
)
この式に対して，無次元化と一般座標変換を行う．一般座標変換は，乱流モデルの有無に関わらず，
規則通り変換される．無次元化も特に注意すべきことはなく，新たにあらわれる物理量渦粘性係数 µt
の影響は全くない．
また，圧力を全エネルギーから求める際，必要な 1/2 gu00i u00i (= k)は，この Baldwin-Lomaxモデル
でのRij のモデル化は，ρ¯
gu00i u00i = 0となる．つまり k = 0であるため，乱流モデルの無い場合の圧力
の導出方法のまま使用される．
このように，乱流モデルを組み込んだことによる，無次元化の変更個所は全くなく組み込み前の場
合と同じになる．ここで，唯一の新たな物理量である渦粘性係数 µtの無次元化は，まず全ての物理
量を有次元にし，有次元で計算を行い算出する．その後，算出された µtを代表粘度 µ0で除算し無次
元化を行う．
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4.5 時間積分と計算条件
4.5.1 時間分割法
時間分割法は，多次元方程式を近似的に 1次元の方程式に分割し，それぞれに 1次元差分法を適用
し，それらの解の重ね合わせとして，元の方程式の解を求める方法である．
U t +Ex + F y = 0 (4.91)
を次のように，x方向と y方向の一次元の方程式に分割する．
U t +Ex = 0 (4.92)
U t + F y = 0 (4.93)
ここで，上式のそれぞれに適用する一次元スキームの演算子を，Lx(∆t)，Ly(∆t)とすると，上式第
一式の解Un+1は，次のように表される．
Un+1 = Lx(∆t)Un (4.94)
ここで，次式を定義する．
Ly(∆t)Lx(∆t)Un ≡ Ly(∆t){Lx(∆t)Un} (4.95)
各演算子が二次精度であっても，演算子を組み合わせると，一般には精度は一次に落ちる．二次精度
を保つには，次のようにする．
S2 = Lx
Ã
1
2
∆t
!
Ly(∆t)Lx
Ã
1
2
∆t
!
(4.96)
時間分割法では，各演算子の安定条件が全体のスキーム Sの安定条件となる．流れ解析では，空間
格子幅比m = ∆x/∆y À 1の場合がある．これに対しては，
S4 = Lx
Ã
1
2
∆t
!
Ly
Ã
∆t
m
!
· · ·Ly
Ã
∆t
m
!
Lx
Ã
1
2
∆t
!
(4.97)
として，各座標軸方向に許される最大の時間幅∆t，∆t/mをとると効率的である．
格子の縦横比が大きくなると，安定条件が小さい方の格子幅∆yに支配されるので，大きな∆tを
とるのは困難である．
ここで，時間分割マッコーマック法では，格子アスペクト比∆x/∆y À 1の場合はm = [∆x/∆y]
として，
Un+1 =
(
Ly
Ã
∆t
2m
!)m
・Lx(∆t)・
(
Ly
Ã
∆t
2m
!)m
Un (4.98)
の形で粘性流れの解が求められる (厳密には，Lはマッコーマック法における演算子を示す)．本研究
では，m = 1として研究を行った．
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4.5.2 時間刻み幅の計算
陽解法では，解の安定性を保つために，場の影響領域が１メッシュ以上広がらないように時間刻み
幅∆tは制限を受ける．具体的には∆tは次式によって決定される．
∆t =
1
2
・CFL・min(
∆xi+1/2
|ui+1/2 − ai+1/2|
,
∆xi+1/2
|ui+1/2 + ai+1/2|
) (4.99)
ただし，式中の 1/2は安全のために付け足したもので，実際は，
∆t = CFL・min(
∆xi+1/2
|ui+1/2 − ai+1/2|
,
∆xi+1/2
|ui+1/2 + ai+1/2|
) (4.100)
となる．本計算では Courant number(CFL)を 0.99とし，Eq(4.99)を用いている．
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第5章 計算結果の信頼性
本計算で用いた非均一凝縮に関するパラメータの妥当性と，計算コードの信頼性を検証する．非均一
凝縮に関するパラメータとは，固体微粒子の数密度と半径である．また，ここでは 2つの計算例を示
す．1つは，均一凝縮のモデルを含む計算コードの信頼性を示すものであり，実験との比較を行った．
実験レベルの凝縮現象は，均一凝縮が支配的であるとされている．よって，この比較によって均一凝
縮のモデルを含む本計算コードの信頼性を示すこととする．もう 1つは，非均一凝縮のモデルを含む
計算コードの信頼性を示すものである．非均一凝縮を厳密に扱った実験的研究は，現在のところまっ
たく行われていないため，本計算コードの信頼性を示すため，Heiler(60) が行った計算と比較を行っ
た．この比較によって非均一凝縮のモデルを含む本計算コードの信頼性を示すこととする．
5.1 非均一凝縮に関するパラメータ
図 5.1は，大気中に存在するエアロゾルの大きさの分布を示している (79)．これらの分布は都市部
と海抜 3,000 mにおける山地で得られたデータである．縦軸は固体微粒子の空気単位体積当たりの数
(数密度)を示し，横軸は固体微粒子の半径を示している．それぞれの線と記号の意味は図中に示して
いる．
図より，大気中に存在する固体微粒子は，その半径が 1.0× 10−8 mから 1.0× 10−7 mのものが最
も多く分布していることがわかる．また，その数密度は，1.0× 1010 m−3から 1.0× 1011 m−3である
ことがわかる．本研究では，流れ場において人為的に微粒子を投与することによって，流れの損失を
低減させることを主な目的としているため，固体微粒子の数密度を，1.0× 1011 m−3から 1.0× 1015
m−3の範囲で変化させた．また，固体微粒子の半径は 1.0× 10−8 mとして扱った．
5.2 均一凝縮のモデルを含む計算結果の検証
5.2.1 計算条件
(a) 計算格子
計算格子を図 5.2(a)に示す．ノズル入口からノズルスロート下流までのノズルの曲率半径R∗は 155
mmである．ノズルスロートの高さ h∗/2は，24 mmである．本計算では，ノズルスロート高さを代
表長さとした．本計算で用いた格子数は 250× 40である．流れ方向にはノズルスロート近傍に格子を
密にとり，また，壁面において格子を密にしている．最小格子幅は無次元量で 3.784× 10−4である．
(b) 初期条件
よどみ点の圧力 p01と温度 T01は，それぞれ 101.3 kPaと 303 Kである．また，よどみ点における
初期相対湿度 φ01は 60 %とした．以下の表にまとめて示す．
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Table 5.1 Initial conditions
Symbol Unit Value
Stagnation pressure at reservoir p01 kPa 101.3
Stagnation temperature at reservoir T01 K 303
Initial relative humidity at reservoir φ01 % 60
(c) 境界条件
本計算で用いた境界条件を図 5.2(b)に示す．壁面は，滑りなし，等圧条件と等温条件を用いた．ま
た，壁面において凝縮に関する諸量はすべてゼロである．ノズル入口は初期条件で固定し，出口は流
出条件を適用し，すべての保存量を 0次外挿で与えている．
(d) 物性値
本研究，および本計算において使用した物性値を表 5.2と表 5.3に示す．表 5.2に示す物理量は，す
べての計算において同じ値を使用している．表 5.3に示す層流プラントル数，定圧比熱，および層流
粘性係数は，それぞれ圧力と温度の関数であるため，物性値表 (80)より線形補間によって求めた．
Table 5.2 Physical properties
Symbol Unit Vapour Air
Molecular weight M kg/kmol 18.0152 28.95
Avogadro constant NA 1/mol 6.022045× 1023
Universal gas constant <uni J/(kmol ·K) 8314.41
Boltzmann constant k J/K 1.380622× 10−23
Table 5.3 Physical properties
Symbol Unit Vapour Air
Laminar Prandtl number Prl - 1.0032 0.7173
Turbulent Prandtl number Prt - 0.9
Specific heat at constant pressure cp J/(kg ·K) 1.875× 103 1.00722× 103
Dynamic viscosity µ Pa · s 10.007× 10−6 18.781× 10−6
5.2.2 計算結果
図 5.3(a)は，実験によるシュリーレン写真を示している．ナイフエッジは流れ方向に垂直に設置し
ている．スロート下流側に衝撃波が観察されるが，これは凝縮衝撃波である．図 5.3(b)は，計算によ
る密度の等高線を含む x方向の密度勾配の等高線図である．計算においても実験とほぼ同じ位置に凝
縮衝撃波を観察することができる．図 5.3(c)は，下壁面における流れ方向の静圧分布を示している．
丸印は実験結果を示し，実線は計算結果を示している．圧力の増加開始点は，実験の方がやや上流側
に位置しているが，その増加量や傾きはほぼ一致している．
以上の結果より，本計算コードの信頼性は示されたものとする．
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5.3 非均一凝縮のモデルを含む計算結果の検証
5.3.1 計算条件
(a) 計算格子
計算格子を図 5.4(a)に示す．ノズル入口からノズルスロート下流までのノズルの曲率半径R∗は 300
mmである．ノズルスロートの高さ h∗は，90 mmであり，ノズル出口の流路高さ hexitは 93.31 mm
である．この場合のノズル出口マッハ数Mexitは 1.2である．本計算では，ノズルスロート高さを代
表長さとした．本計算で用いた格子数は 120× 80である．流れ方向にはノズルスロート近傍に格子を
密にとり，また，壁面において格子を密にしている．最小格子幅は無次元量で 8.300× 10−5である．
(b) 初期条件
よどみ点の圧力 p01と温度 T01は，それぞれ 101.3 kPaと 295.15 Kである．また，よどみ点にお
ける初期相対湿度 φ01は 35 %とした．よどみ点における空気中に含まれる固体微粒子の初期数密度
nhet,01は 1.0× 1013とした．固体微粒子の半径は，1.0× 10−8 mとした．なお，ノズルの設計マッハ
数Mexitは 1.2である．以下の表に，まとめて示す．
Table 5.4 Initial conditions
Symbol Unit Value
Stagnation pressure at reservoir p01 kPa 101.3
Stagnation temperature at reservoir T01 K 295.15
Initial relative humidity at reservoir φ01 % 35
Initial concentration of solid particles
at reservoir
nhet,01 m
−3 1.0× 1013
Radius of solid particle Rp m 1.0× 10−8
Designed Mach number Mexit - 1.2
(c) 境界条件
本計算で用いた境界条件を図 5.4(b)に示す．壁面は，滑りなし，等圧条件と等温条件を用いた．ま
た，壁面において凝縮に関する諸量はすべてゼロである．ノズル入口は初期条件で固定し，出口は流
出条件を適用し，すべての保存量を 0次外挿で与えている．
(d) 物性値
本計算において使用した物性値を表 5.5に示す．
Table 5.5 Physical properties
Symbol Unit Vapour Air
Laminar Prandtl number Prl - 1.0095 0.7177
Turbulent Prandtl number Prt - 0.9
Specific heat at constant pressure cp J/(kg ·K) 1.868× 103 1.00702× 103
Dynamic viscosity µ Pa · s 9.780× 10−6 18.361× 10−6
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5.3.2 計算結果
図 5.5と図 5.6は，Heiler(60)が行った計算結果を示している．縦軸は圧力，液相の質量比，および
核生成率をそれぞれ示している．横軸はスロートからの距離を示している．黒の破線は凝縮が生じな
い場合の圧力，黒の実線は凝縮が生じる場合の圧力，赤の実線は均一，および非均一凝縮による液相
の質量比の和，赤の破線は非均一凝縮による液相の質量比，および青の実線は均一凝縮による核生成
率をそれぞれ示している．
図 5.5は，均一凝縮の場合の分布を示している．スロート下流側において核生成率が最大となる位
置において，凝縮が生じ，液相の質量比が急激に増加している．凝縮による放出潜熱の影響により，
凝縮衝撃波が発生し，圧力は凝縮が生じない場合の分布からはずれ急激に増加する．
図 5.6は，非均一凝縮の場合の分布を示している．均一凝縮の場合とほぼ同様であるが，液相の質
量比が増加し始める点が，非均一凝縮の影響により上流側へ移動していることがわかる．しかし，そ
の増加の仕方は極めて緩やかであり，核生成率が最大となる位置において，均一凝縮が生じ急激に増
加する．
図 5.7は，本計算による均一凝縮の場合の結果を示している．図 5.5と比較すると，核生成率の分
布はほぼ一致している．しかし，圧力分布は凝縮衝撃波の位置までは一致しているが，それより下流
側では，本計算結果の圧力がHeilerが行った結果より大きくなっている．その影響によって，生ずる
液相の質量比も小さくなっている．これは用いた乱流モデルの違いによる影響と考えられる．Heiler
による結果は，修正 k-Rモデルを用いているが，本計算では Baldwin-Lomaxモデルを用いている．
これらの二つのモデルでは，境界層の厚さに違いが生ずる．そのため，凝縮衝撃波の下流側において
境界層の厚さの違いが顕著に現れ，流路の実質断面積が異なるために，このような違いが現れるもの
と考えられる．
図 5.8は，本計算による非均一凝縮の場合の結果を示している．図 5.6と比較すると，凝縮衝撃波
より下流の圧力と，均一と非均一凝縮による液相の質量比の和の大きさ以外はほぼ一致している．こ
れら両者間の違いは，前述した乱流モデルの違いによるものであると考えられる．
Heilerが行った結果と本計算結果を比較すると，核生成率の分布は一致しており，非均一凝縮によ
る液相の質量比の分布もほぼ一致している．また，最も重要である液相の質量比が増加を始める位置
が一致しており，本計算結果による議論は十分可能であると考えられる．
114
Fig. 5.1 Complete size distributions of natural aerosols(79)
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(a) Computational grids (Unit : mm)
(b) Boundary conditions
Fig. 5.2 Computational domain
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(a) Schlieren photograph
(b) Contour map of density gradient
(c) Distributions of static pressure (Flat wall side)
Fig. 5.3 Comparisons between experimental and calculated results (φ01 = 60 %)
117
(a) Computational grids
(b) Boundary conditions
Fig. 5.4 Computational domain
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Fig. 5.5 Distributions of static pressure, condensate mass fraction, and nucleation rate (φ01 =
35 %, Homogeneous condensation)
Fig. 5.6 Distributions of static pressure, condensate mass fraction, and nucleation rate (φ01 =
35 %, nhet,01 = 1.0× 1013 m−3)
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Fig. 5.7 Distributions of static pressure, condensate mass fraction, and nucleation rate (φ01 =
35 %, Homogeneous condensation)
Fig. 5.8 Distributions of static pressure, condensate mass fraction, and nucleation rate (φ01 =
35 %, nhet,01 = 1.0× 1013 m−3)
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第6章 衝撃波管内流れに及ぼす非平衡凝縮の影響
6.1 計算条件
6.1.1 計算格子
本研究で使用した計算格子を図 6.1に示す．衝撃波管の全長 Lと高さHは，それぞれ 1000 mmと
38 mmである．低圧室側管端より 300 mmの位置に隔膜があり，低圧室と高圧室の長さはそれぞれ
300 mmと 700 mmである．なお，隔膜の位置を原点 (x = 0 mm)とし，高圧室を添字 4で，低圧室
を添字 1で示す．本研究で用いた格子数は 1000 × 60である．流れ方向には等間隔に格子を配置し，
壁面において格子を密にしている．最小格子幅は無次元量で 1.268× 10−4である．
6.1.2 初期条件
高圧室初期圧力 p4は，101.3 kPaであり，高圧室の初期圧力 p4(=101.3 kPa)と低圧室の初期圧力
p1との比 p41(= p4/p1)は，6の一定とした．また，高圧室初期温度 T4と低圧室初期温度 T1は 293 K
の一定とした．また，高圧室初期相対湿度 φ4を，20 %から 80 %の範囲で変化させた．なお，空気
中に含まれる固体微粒子の初期数密度 nhet,4は 1.0× 1011 m−3から 1.0× 1014 m−3の範囲で変化さ
せた．固体微粒子の半径は，1.0× 10−8 mとした．以下の表に，まとめて示す．
Table 6.1 Initial conditions
Symbol Unit Value
Initial pressure at driver section p4 kPa 101.3
Initial pressure ratio p41(= p4/p1) - 6.0
Initial temperature at driver section T4 K 293
Initial temperature at driven section T1 K 293
Initial humidity at driver section φ4 % 20 ∼ 80
Initial concentration of solid particles
at driver section
nhet,4 m
−3 1.0× 1011 ∼ 1.0× 1014
Radius of solid particle Rp m 1.0× 10−8
6.1.3 境界条件
本計算で用いた境界条件を図 6.1(b)に示す．壁面は，滑りなし，等圧条件と等温条件を用いた．ま
た，壁面において凝縮に関する諸量はすべてゼロである．両管端は，流出条件を用いた．凝縮に関す
る諸量を含め，すべての物理量を 0次外挿で与えている．
6.1.4 物性値
本研究において使用した物性値を表 6.2に示す．
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Table 6.2 Physical properties
Symbol Unit Vapour Air
Laminar Prandtl number Prl - 1.0112 0.7180
Turbulent Prandtl number Prt - 0.9
Specific heat at constant pressure cp J/(kg ·K) 1.867× 103 1.00702× 103
Dynamic viscosity µ Pa · s 9.728× 10−6 18.265× 10−6
6.2 実験結果との比較
図 6.2は，隔膜より上流側 (高圧室側)の x = −140 mm (x/H = −3.68)の位置における圧力の変化
を示す．高圧室と低圧室の初期圧力比 p4/p1と高圧室の初期相対湿度 φ4は，それぞれ 6.0と 60 %で
ある．縦軸は圧力を，横軸は時間を示している．図中の破線は実験結果 (44)を示し，実線は計算結果
を示している．破膜の後，測定部に非定常膨張波の波頭が達した時刻を 0としている．
高圧室側へ伝ぱする非定常膨張波の影響により圧力は減少する．その後，t = 0.6 ms近傍において
圧力が増加している．この圧力の増加は，非定常膨張波内で生ずる凝縮によって発生した圧縮波の影
響である．図より，同時刻における圧力は計算の結果が実験の結果よりも小さいことがわかる．これ
は，実験と計算における膨張波の強さが異なるためであると考えられる．計算では，破膜は一瞬で行
われるのに対し，実験では破膜が有限の時間で行われるために，高圧室側へ伝ぱする膨張波の強さが
弱まる．このような理由から両者に違いが現れるものと考えられる．しかし，計算の凝縮による圧力
の増加量とそのこう配は，実験結果をよく再現している．凝縮による圧力の増加開始時におけるその
時刻と圧力に違いがあるのは，前述した非定常膨張波の強さの違いによるものである．
以上の結果より，本計算結果によって衝撃波管内を伝播する非定常膨張波内で生ずる凝縮について
議論することは十分可能であると考えられる．
6.3 非定常膨張波内で生ずる均一凝縮が流れ場に及ぼす影響
均一凝縮 (nhet,4 = 0 m−3)が生ずる場合の，高圧室初期相対湿度 φ4が，20 %と 80 %の管軸方向の
各物理量の時間的変化を図 6.3と図 6.4にそれぞれ示す．縦軸は，静圧と高圧室初期圧力の比 p/p4，液
相の質量比 g，均一核生成による核生成率 Ihom，および過飽和度 Sをそれぞれ示し，横軸は管軸方向
の隔膜からの距離と管の高さの比 x/Hを示す．図中には，比較のために凝縮無し (乾き空気，φ4 = 0
%)の場合の等エントロピー膨張線を破線で併せて示している．x/H = 0より左側が高圧室側を示し
ており，図中の矢印で示す方向は時間進行方向であり，同時刻の分布は同じ色の線で示している．ま
た，図中の cで示す黒丸は液相の質量比の増加開始点を示し，aで示す白丸は凝縮有りの場合の圧力
分布が凝縮無しの場合の圧力分布から離れ始める点を示している．
高圧室初期相対湿度 φ4が 20 %の場合，破膜直後に液相が発生し，液相の質量比の増加開始点の位
置は，時間の経過とともに上流側に移動している．これと同時に核生成率 Ihomの極大値の位置と過
飽和度 Sの極大値の位置も上流側へ移動している．また，圧力が等エントロピー膨張線 (図中の破線)
より離れ始める点は，液相の増加開始点とほぼ一致しており，その位置も時間の経過とともに上流側
へ移動している．この場合の流れ場は亜音速であるが，凝縮が流れ場へ及ぼす影響は超音速ノズル内
のそれとほとんど同じである．これは，高圧室初期相対湿度 φ4が小さいために，凝縮が流れ場へ及
ぼす影響が非常に小さいためである．
一方，高圧室初期相対湿度 φ4が 80 %の場合，φ4が 20 %の場合と同様に，破膜直後に液相が発生
し，液相の質量比の増加開始点の位置は，時間の経過とともに上流側に移動している．これと同時に
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核生成率 Ihomの極大値の位置と過飽和度 Sの極大値の位置も上流側へ移動している．ところが，圧
力分布に関しては φ4 = 20 %の場合とは異なる．圧力が等エントロピー膨張線 (図中の破線)より離
れ始める点 (点 a)と液相の質量比の増加開始点 (点 c)との位置関係は，時間の経過とともに二点の位
置が離れていくことがわかる．点 aが点 cより上流側に位置するのは，流れ場が亜音速であることか
ら，液相の発生による潜熱の影響 (圧力波)が点 cより上流側へ伝わるからである．この現象は，超音
速流れにおける凝縮と異なる点であり，衝撃波管内の流れ特有の現象である．
6.4 非定常膨張波内で生ずる非均一凝縮が流れ場に及ぼす影響
非均一凝縮が生ずる場合の，高圧室初期相対湿度 φ4が，20 %と 80 %で，高圧室における固体微
粒子の初期数密度 nhet,4が 1.0× 1011 m−3，5.0× 1012 m−3，および 1.0× 1014 m−3の場合の管軸方
向の各物理量の時間的変化を図 6.5から図 6.10にそれぞれ示す．なお，図中の液相の質量比 gの分布
における破線は非均一凝縮による分布を示し，実線は均一と非均一凝縮による液相の質量比の和の分
布を示している．
高圧室初期相対湿度 φ4が 20 %で高圧室における固体微粒子の初期数密度 nhet,4が 1.0× 1011 m−3
の場合，各物理量の分布とその時間的変化は，均一凝縮の場合とほとんど同じである．これは，高圧
室初期相対湿度 φ4と固体微粒子の初期数密度 nhet,4が共に小さいために，凝縮が流れ場へ及ぼす影
響が非常に小さいためである．高圧室初期相対湿度 φ4が 80 %で高圧室における固体微粒子の初期数
密度 nhet,4が 1.0× 1011 m−3の場合，液相の質量比の分布において，破膜直後は非均一凝縮の場合と
ほぼ同じであるが，時間の経過と共に非均一凝縮の影響があらわれている．非均一凝縮による液相が
発生することにより，液相の質量比の増加開始点は均一凝縮の場合と比較してより上流側に位置して
いる．しかし，圧力分布に及ぼす影響は非常に小さく，圧力の分布とその時間的変化に均一凝縮の場
合との違いはほとんど見られない．
高圧室初期相対湿度 φ4が 20 %で高圧室における固体微粒子の初期数密度 nhet,4が 5.0× 1012 m−3
の場合，φ4 = 20 %，nhet,4 = 1.0× 1011 m−3の場合と同じような変化となっている．破膜直後には
非均一凝縮の影響はあらわれていないが，時間の経過と共にその影響が液相の質量比の分布にあらわ
れている．しかし，圧力分布にその影響はほとんどでていない．高圧室初期相対湿度 φ4が 80 %で高
圧室における固体微粒子の初期数密度 nhet,4 が 5.0 × 1012 m−3 の場合，破膜直後から非均一凝縮の
影響が液相の質量比の分布にあらわれている．破幕とほぼ同時に非均一凝縮による液相が発生し，時
間の経過と共に非均一凝縮による影響が支配的となることがわかる．液相の質量比の増加開始点は，
高圧室における固体微粒子の初期数密度 nhet,4が 1.0× 1011 m−3の場合と比較し，より上流側に移動
している．また，均一核生成による核生成率は，時間の経過と共に小さくなり，最終的にほぼゼロと
なっている．均一凝縮による液相の発生がほぼゼロとなり，発生する液相の大部分が非均一凝縮によ
るものであることを示している．さらに，非均一凝縮の影響は圧力分布にも強くでている．破膜直後
は非均一凝縮の影響は小さいために，均一凝縮の場合と比較してもほとんど同じであるが，時間の経
過と共に圧力が等エントロピー膨張線 (図中の破線)より離れ始める点が，より上流側に移動してい
る．この圧力の増加は，非均一凝縮により発生した放出潜熱の影響である．
高圧室における固体微粒子の初期数密度がさらに大きくなった場合には，非均一凝縮の影響がさら
に顕著にあらわれるようになる．高圧室初期相対湿度 φ4が 20 %で高圧室における固体微粒子の初期
数密度 nhet,4が 1.0× 1014 m−3の場合，前述までの高圧室初期相対湿度 φ4が 20 %の場合と異なり，
破膜直後から非均一凝縮の影響が液相の質量比の分布にあらわれている．また，圧力分布においても
非均一凝縮の影響により，等エントロピー膨張線から離れ始める点が上流に移動している．高圧室初
期相対湿度 φ4が 80 %で高圧室における固体微粒子の初期数密度 nhet,4が 1.0× 1014 m−3の場合，破
膜直後では均一凝縮の影響がでているが，ほとんどが非均一凝縮の影響によるものである．液相の質
量比の分布では，破膜後すぐに均一凝縮により発生した液相はほぼゼロとなり，その増加開始点は高
圧室における固体微粒子の初期数密度 nhet,4が 1.0× 1011 m−3の場合と比較してもより上流側に移動
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している．また，均一核生成による核生成率は，破膜直後のみ分布しているが，その後はほぼゼロと
なっている．さらに，圧力分布においては，より上流側から等エントロピー膨張線から離れ始め，そ
の増加量も前述の場合と比較して大きくなっている．
ところで，図 6.5から図 6.10の各図中において，凝縮が生ずる場合の膨張波背後の圧力は，凝縮が
生じない場合 ((φ4 = 0 %)の非定常膨張波背後の圧力 p3と比較し僅かに増加 (∆p)しているのがわか
る．これは，凝縮によって発生する放出潜熱の影響によるものと考えられる．これについては，詳し
く後述することとする．
6.5 衝撃波管内における非平衡および非均一凝縮過程
非平衡凝縮過程を説明するためにしばしば p-T 線図が用いられる．湿り空気が膨張冷却され，流
れが過飽和状態になり，この場合の過飽和の程度を表す物理量として過冷却度があるからである．図
6.11から図 6.14は，それぞれ高圧室初期相対湿度 φ4が 20 %，40 %，60 %，および 80 %の場合の
p-T 線図を示している．測定位置は，隔膜より上流の x/H = −5.263の位置である．図中の縦軸は水
蒸気圧力 pv を示し，横軸は温度 T を示している．細い一点鎖線は飽和蒸気圧曲線を示し，黒丸は臨
界点を示している．また，黒，青，緑，および赤の実線はそれぞれ均一凝縮の場合，高圧室における
固体微粒子の初期数密度 nhet,4が 1.0× 1011 m−3の場合，5.0× 1012 m−3の場合，および 1.0× 1014
m−3の場合を示している．
図より，すべての初期化飽和度 S4に対して，白丸で示す初期状態の湿り空気は，非定常膨張波に
より膨張冷却され過飽和状態に達していることがわかる．そして，凝縮の発生により水蒸気圧が減少
し，最終的に飽和蒸気圧曲線近傍において定常状態となっている．しかし，高圧室における固体微粒
子の初期数密度 nhet,4の違いにより，そのプロセスは大きく異なっている．固体微粒子の初期数密度
nhet,4が 1.0× 1011 m−3の場合，その水蒸気圧力と温度の変化は，均一凝縮の場合と大きな違いはな
い．前述したように，この場合には非均一凝縮の影響はきわめて小さく，均一凝縮が支配的な凝縮現
象となっている．固体微粒子の初期数密度 nhet,4 が 5.0 × 1012 m−3の場合，非均一凝縮の影響が流
れ場にあらわれ始め，その変化の過程は均一凝縮の場合の変化の過程と比較して，下方に位置してい
る．これは，その過冷却度が均一凝縮の場合と比較して小さくなっていることを示している．固体微
粒子の初期数密度 nhet,4が 1.0× 1014 m−3の場合，その変化の過程はさらに下方に位置し，水蒸気圧
力が急激に減少した後，飽和蒸気圧曲線に沿うような変化をしている．つまり，より飽和状態に近い
状態を保ちながら変化していることを示している．
6.6 衝撃波管内を伝ぱする非定常膨張波で生ずる凝縮が膨張波背後の圧力
に及ぼす影響
衝撃波管内を伝ぱする非定常膨張波内で発生する凝縮は，膨張波背後の流れ場にも影響を与える．
図 6.15は非定常膨張波背後の圧力 p3 と高圧室初期圧力 p4 との比 p3/p4 と，高圧室の初期相対湿度
φ4の関係を示した図である．
図より，p3/p4は相対湿度の増加とともに，凝縮が生じない場合に比べて増加していくことがわか
る．これは，相対湿度が大きくなるにつれて放出される潜熱放出の効果 (圧力波の発生)が強くなるた
めである. また，図中には高圧室における固体微粒子の初期数密度の影響も示している．高圧室の初
期相対湿度が同じ場合，固体微粒子の初期数密度の増加に伴い，圧力比 p3/p4は増加している．高圧
室の初期相対湿度が同じ場合，発生する液相の質量比は，どの場合もほとんど同じである．しかし，
固体微粒子の初期数密度の増加に伴い液相の質量比の空間的な分布が大きくなるために，流れ場全体
における放出潜熱の総量が大きくなるためにこのような違いが発生する．
図 6.16は図 6.15の結果より算出した低圧室側へ伝ぱする衝撃波のマッハ数Msと，高圧室の初期
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相対湿度 φ4の関係を示した図である．
図より，衝撃波マッハ数は相対湿度の増加とともに，凝縮が生じない場合に比べて増加していくこ
とがわかる． また，高圧室の初期相対湿度が同じ場合，固体微粒子の初期数密度の増加に伴い，衝
撃波マッハ数は増加している．
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6.7 まとめ
衝撃波管内を伝ぱする非定常膨張波内で生ずる均一，および非均一凝縮について数値計算を行った．
得られた結果を要約すると以下のとおりである.
(1) 均一凝縮が生ずる場合
1. 非定常膨張波により誘起される流れ場で生ずる液相の増加開始点と圧力が等エントロピー線から
離れ始める点は一致しない．
2. 高圧室側へ伝ぱする非定常膨張波内で凝縮が生ずる場合，高圧室の初期相対湿度の増加に伴い膨
張波背後の圧力は増加し，低圧室側へ伝ぱする衝撃波のマッハ数は増加する．
(2) 非均一凝縮が生ずる場合
1. 非均一凝縮が生ずる場合の圧力の過渡的変化と液相の質量比，凝縮核，および過飽和度との関係
を調べ，均一凝縮が生ずる場合との違いを明らかにした．
2. 破膜直後に隔膜近傍で生ずる凝縮現象は，膨張が極めて急激に行われるため均一凝縮の影響が支
配的であるが，時間の経過とともに非定常膨張波内で生ずる凝縮現象は，非均一凝縮の影響が支
配的になる．
3. 高圧室の固体微粒子の初期数密度の増加に伴い，非定常膨張波内で凝縮が生ずる際の過飽和度は
小さくなる．
4. 高圧室の固体微粒子の初期数密度の増加に伴い，非定常膨張波背後の圧力は増加し，低圧室側へ
伝ぱする衝撃波のマッハ数は増加する．
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(a) Computational grids (Unit : mm)
(b) Boundary conditions
Fig. 6.1 Computational domain
127
Fig. 6.2 Comparison between experimental(44) and calculated variations of static pressure
(p4/p1 = 6.0, φ4 = 60 %, x/H = −3.68)
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Fig. 6.3 Distributions of static pressure, condensate mass fraction, nucleation rate, and degree
of supersaturation (φ4 = 20 %, Homogeneous condensation)
129
Fig. 6.4 Distributions of static pressure, condensate mass fraction, nucleation rate, and degree
of supersaturation (φ4 = 80 %, Homogeneous condensation)
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Fig. 6.5 Distributions of static pressure, condensate mass fraction, nucleation rate, and degree
of supersaturation (φ4 = 20 %, nhet,4 = 1.0× 1011 m−3)
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Fig. 6.6 Distributions of static pressure, condensate mass fraction, nucleation rate, and degree
of supersaturation (φ4 = 80 %, nhet,4 = 1.0× 1011 m−3)
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Fig. 6.7 Distributions of static pressure, condensate mass fraction, nucleation rate, and degree
of supersaturation (φ4 = 20 %, nhet,4 = 5.0× 1012 m−3)
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Fig. 6.8 Distributions of static pressure, condensate mass fraction, nucleation rate, and degree
of supersaturation (φ4 = 80 %, nhet,4 = 5.0× 1012 m−3)
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Fig. 6.9 Distributions of static pressure, condensate mass fraction, nucleation rate, and degree
of supersaturation (φ4 = 20 %, nhet,4 = 1.0× 1014 m−3)
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Fig. 6.10 Distributions of static pressure, condensate mass fraction, nucleation rate, and degree
of supersaturation (φ4 = 80 %, nhet,4 = 1.0× 1014 m−3)
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Fig. 6.11 pv-T diagram (x/H = −5.263, φ4 = 20 %)
Fig. 6.12 pv-T diagram (x/H = −5.263, φ4 = 40 %)
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Fig. 6.13 pv-T diagram (x/H = −5.263, φ4 = 60 %)
Fig. 6.14 pv-T diagram (x/H = −5.263, φ4 = 80 %)
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Fig. 6.15 Relationships between p3/p4 and φ4
Fig. 6.16 Relationships between Ms and φ4
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第7章 ルトビーク管内流れに及ぼす非平衡凝縮の
影響
7.1 計算条件
7.1.1 計算格子
本研究で使用した計算格子を図 7.1に示す．ルトビーク管の全長Lと高さHは，それぞれ 1000 mm
と 38 mmである．低圧室側管端より 197.5 mmの位置に隔膜があり，高圧室と低圧室の長さはそれ
ぞれ 802.5 mmと 197.5 mmである．また，隔膜より高圧室側 302.5 mmの位置に曲率半径R∗が 155
mmの円弧ノズルを設置している．ノズルスロート高さ h∗は，12 mmと 27 mmとした．これらのノ
ズルスロート高さは，ノズル入口より上流側に伝ぱする非定常膨張波内で均一凝縮が生じない場合と
生ずる場合にそれぞれ相当する．なお，隔膜の位置を原点 (x = 0 mm)とし，高圧室を添字 4で，低
圧室を添字 1で示す．本研究で用いた格子数は 300× 60である．流れ方向にはスロート近傍に格子を
密にとり，また，壁面において格子を密にしている．最小格子幅は無次元量で 1.810× 10−5である．
7.1.2 初期条件
高圧室初期圧力 p4は，101.3 kPaであり，高圧室の初期圧力 p4(=101.3 kPa)と低圧室の初期圧力
p1との比 p41(= p4/p1)は，5の一定とした．また，高圧室初期温度 T4と低圧室初期温度 T1は 302 K
の一定とした．また，高圧室初期相対湿度 φ4を，20 %から 80 %の範囲で変化させた．なお，空気
中に含まれる固体微粒子の初期数密度 nhet,4は 1.0× 1015 m−3の一定とした．固体微粒子の半径は，
1.0× 10−8 mとした．以下の表に，まとめて示す．
Table 7.1 Initial conditions
Symbol Unit Value
Initial pressure at driver section p4 kPa 101.3
Initial pressure ratio p41(= p4/p1) - 5.0
Initial temperature at driver section T4 K 302
Initial temperature at driven section T1 K 302
Initial humidity at driver section φ4 % 20 ∼ 80
Initial concentration of solid particles
at driver section
nhet,4 m
−3 1.0× 1015
Radius of solid particle Rp m 1.0× 10−8
7.1.3 境界条件
本計算で用いた境界条件を図 7.1(b)に示す．壁面は，滑りなし，等圧条件と等温条件を用いた．ま
た，壁面において凝縮に関する諸量はすべてゼロである．両管端は，流出条件を用いた．凝縮に関す
る諸量を含め，すべての物理量を 0次外挿で与えている．
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7.1.4 物性値
本研究において使用した物性値を表 7.2に示す．
Table 7.2 Physical properties
Symbol Unit Vapour Air
Laminar Prandtl number Prl - 1.0032 0.7173
Turbulent Prandtl number Prt - 0.9
Specific heat at constant pressure cp J/(kg ·K) 1.875× 103 1.00722× 103
Dynamic viscosity µ Pa · s 10.007× 10−6 18.781× 10−6
7.2 実験結果との比較
図 7.2(a)と (b)は，それぞれ実験で得られた凝縮衝撃波を伴う流れ場の振動のほぼ一周期分を示す
シュリーレン写真 (28)と，計算より得られた密度の等高線を含む x方向の密度勾配の等高線図を示す．
なお，両者において，p41, φ4および T4 (= T1) は，それぞれ 3.0, 42 % (実験 : φ03 = 124 %, 計算 :
φ03 = 107 %) および 302 Kである．図 7.2(a)の (1)では，凝縮による潜熱放出の影響で生じた凝縮
衝撃波 Aがスロート上流に，下流側には同じく凝縮による別の凝縮衝撃波 Bが存在する．また，図
7.2(a)の (2)と (3)は，衝撃波A, Bが時間とともに上流側へ伝ぱした場合，図 7.2(a)の (4)は衝撃波
Bの後方に新たな凝縮衝撃波 Cが発生した場合である．
計算 (図 7.2(b))からは，ノズルのスロート下流で生じた凝縮衝撃波が上流へ伝ぱし，それに伴って
流れ場が振動している様相が確認できる．しかし，凝縮衝撃波Aは図 7.2(b)の (3)と (4)では確認で
きない．これは，スロート近傍の凝縮衝撃波の挙動に着目したために，そこでは計算格子を集中させ
ているが，ノズル上流域においては比較的少なくしたことに原因があると考えられる．また，計算よ
り得られた流れ場の振動の周波数 f は，計算の非定常膨張波通過後のよどみ点状態における相対湿度
φ03が実験と比べ小さくなるため，実験値よりやや低い値を示しているが，計算結果は定性的に実験
結果を良く表わしているのがわかる．
図 7.3は，ノズルスロートの位置での凝縮衝撃波を伴う流れ場の振動周波数 f と非定常膨張波通過
後のよどみ点状態における相対湿度 φ03の関係を示す．図中の黒丸は実験結果 (28)を示しており，括
弧の中には，高圧室の初期状態における相対湿度 φ4も示している．図より，計算，実験とも φ03が
ある値以上になると急激に流れ場の振動が発生し，φ03とともに周波数は増加している．また，両者
の増加傾向は，ほぼ一致していることがわかる．
以上の結果より，本計算結果によってルトビーク管内で生ずる凝縮について議論することは十分に
可能であると考えられる．
7.3 ルトビーク管内流れに及ぼす均一凝縮の影響
7.3.1 ノズル入口より上流側で凝縮が生じない場合
(a) 高圧室内の圧力変動と波動線図
図 7.4は，図中に示すノズルスロートから上流側のそれぞれの位置における静圧 (pt, pa, pb, pc)の
時間変化を示す．各図の横軸は破膜からの時間 tを，縦軸は圧力を高圧室初期圧力 p4で無次元化した
値を示す．また，図中には，○印で示す部分の静圧を拡大し，振動の振幅を有次元量で示している．
破線と実線は，それぞれ φ4が 30 %(φ03 = 78.5 %)と 80 %(φ03 = 198 %) の場合の結果を示す．ま
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た，参考のために φ4 = 0 % (φ03 = 0 %)の場合を一点鎖線で示す．なお，図中の圧力の変動は周期的
に発生する凝縮衝撃波により流れ場が振動することによるものである．また，φ4 = 35 %(φ03 = 91.1
%)以下では，凝縮衝撃波がノズルスロートに達しておらず，図の破線で示すように，膨張波波尾が
通過した後のそれぞれの位置での圧力には変動は見られなかった．
図より，凝縮衝撃波がノズルスロートを通過し上流側に伝ぱする場合 (φ4 = 80 %)には，スロート
上流側まで凝縮衝撃波による圧力変動が伝わり，スロートから離れるとともに振動の振幅は小さくな
るのがわかる．この現象は，特に φ4 = 60 %(φ03 = 152 %)以上において顕著に観察された．また，
φ4 = 80 %における膨張波通過後の圧力 (pt, pa, pb, pc)が，φ4 = 30 %の場合に比べ高くなるのは，
上流側に伝わる圧力変動の影響によるものと考えられる．
　図 7.5(a)，(b)，および (c)は，それぞれ φ4 = 30 %(φ03 = 78.5 %)，35 %(φ03 = 91.1 %)，およ
び 80 % (φ03 = 198 %)における管軸方向 (x方向)の圧力分布の時間変化を示す波動線図である．そ
れぞれの図中の点線は，ノズルスロートの位置を示す．なお，図 7.5(a)には参考のために，図 7.4よ
り得られる膨張波の波尾の位置も一点鎖線で示している．
図 7.5(a)では，膨張波の波頭がノズルスロートを通過した後にスロート下流で発生した凝縮衝撃波
が定在する場合を示す．膨張波波尾が通過した後のノズル部上流側全域の圧力はほぼ一定になる．図
7.5(b)は，スロート下流域で発生した凝縮衝撃波が上流側へ伝ぱしスロート近傍で消滅するという現
象が周期的に繰り返され，結果としてスロート近傍の流れ場のみが振動する．文献 (28)では，ノズル
形状は異なるが，図 7.5(b)と同様にスロート下流域で流れ場の振動が観察されている．本計算手法で
も同様な流れ場が良く再現できているのがわかった．図 7.5(c) はスロート下流で発生した凝縮衝撃
波がスロートの上流側へ伝ぱし，流れ場が周期的に振動する場合を示す．図より，非定常凝縮衝撃波
により流れ場が周期的に振動しているため，スロート上流側までその影響が及んでいることがわかる
(図 7.4の φ4 = 80 %の場合も参照)．
(b) 凝縮による物理量の変化
図 7.6と 7.7は，それぞれ φ4 = 30 %と 80 %の場合における管軸方向の核生成率 Ihom(単位時間，
単位体積当りに発生する凝縮核の個数)と液相の質量比 g(全質量流量に対する液相の質量流量の比)
の分布の時間変化を示す．なお，図中のそれぞれの分布は約 110 µsの時間間隔で示している．
図 7.6(a)より，破膜直後から隔膜近傍には凝縮核が発生し，膨張波の伝ぱとともにその極大値は上
流側へ移動し，これと同時に液相の質量比 g(図 7.6(b))の増加開始点も上流側へ移動している．また，
図 7.5(a)で示すように，膨張波の波尾がノズルスロートを通過した後ノズル内には定常な凝縮衝撃波
が発生し，gの増加開始点と Ihomの極大値はスロート下流の位置に定在することがわかる．
図 7.7においても，破膜直後の gと Ihomの変化は，図 7.6とほぼ同様であるが，膨張波の波頭が
ノズルスロートを通過し上流側へ伝ぱするに従い，ノズル内では非定常凝縮衝撃波による流れ場の
周期的な振動が発生する．しかし，凝縮核はスロート近傍のみで発生し (図 7.7(a))，液相の質量比も
スロート近傍から増加することがわかる (図 7.7(b))．膨張波がノズル上流側へ伝ぱし，上流側で加
速膨張が生じても，そこでは凝縮核の発生が全く見られないことがわかる．これは，ノズル部より
上流域の圧力比 (p/p4)が約 0.8(図 7.4)であり，破膜後にスロート下流側で凝縮が生ずる際の圧力比
(p/p4 < 0.42，p/p03 < 0.53) に比べ大きいためであると考えられる．なお，本研究で用いたノズルに
おける他の φ4(φ4=0は除く)に対しては，φ4 = 198 %の場合と同様，ノズル部上流側において凝縮
核の発生は見られなかった．
(c) ノズル内の全圧損失
図 7.8(a)と (b)は，それぞれ高圧室初期状態での相対湿度 φ4に対する p03/p4(p03 : 非定常膨張波
通過後の状態での全圧)と始動衝撃波直前の流れの全圧比 p0c/p03の変化を示す．図中のデータの幅
142
は，非定常凝縮衝撃波により流れ場が周期的に振動するために生ずる全圧変化の範囲を示す．なお，
全圧損失は，不可逆過程による空気，蒸気および液滴のエントロピー変化から求めた (51)．図 7.8(a)
より，φ4が 40 %までは凝縮が生じない場合の一次元理論 (48)より得られる p03(図中に破線で示す)と
ほぼ同じであるが，60 %以上では理論とのずれが生ずる．これは，図 7.3で示したように，上流側に
伝わる圧力変動の影響によるものと考えられる．
一方，ノズル内の非平衡凝縮のため全圧 p0cは φ4の増加とともに減少することがわかる (図 7.8(b))．
従来，大気吸込み式超音速風洞を用いた場合の全圧損失量は，ノズル形状や初期条件により多少異な
るが，よどみ点での全圧に対して最大で約 7 % (φ4 = 80 %)であることが報告されている (51)．しか
し，ルトビーク管の場合には，図 7.8(b)で示すように最大で約 13 %の全圧損失が生じているのがわ
かる．また，φ4 = 10 %(従来，大気吸い込み式超音速風洞では，ほぼ乾き空気と見なしている)の小
さな値でも全圧は約 2.5 %の損失があることから，試験気体として大気圧状態の空気 (湿り空気)を用
いる際には，十分に注意する必要があるといえる．
7.3.2 ノズル入口より上流側で凝縮が生じる場合
(a) ノズルスロート高さの影響
図 7.9は，φ4 = 80 %の場合で，非定常膨張波通過後の各々のノズルスロート高さ h∗ における流
れ場のマッハ数の等高線図を示す．図中の h∗/H = 0.158(h∗ = 6 mm) の流れ場は，スロート下流で
発生した凝縮衝撃波 (C.S.W.)がスロートの上流側へ伝ぱし，流れ場が周期的に振動する場合であり，
h∗/H が 0.316(h∗ = 12 mm)，0.474(h∗ = 18 mm)，および 0.553(h∗ = 21 mm) においても同様な振
動が観察された．なお，液相の質量比と核生成率は，h∗/H = 0.158 ∼ 0.474の場合，時間の経過と
ともにノズルスロート近傍から増加することがわかった．また，h∗/H = 0.553においては，液相の
質量比は時間の経過とともにノズルスロート近傍から増加するが，凝縮核はノズル入口より上流側に
おいても僅かに発生することがわかった．
一方，h∗/Hが 0.632(h∗ = 24 mm)以上になると，核生成は時間の経過とともにノズル入口より上
流側でも起こり，液滴も同様に発生することがわかった．また，この場合には流れの周期的な振動は
観察されず，特に h∗/H が 0.632の場合においては図からわかるようにノズルスロート下流に明確な
定常凝縮衝撃波が観察される．
通常の吸込み式や吹出し式の超音速風洞におけるノズル内で生ずる非平衡凝縮現象では，凝縮核は
ノズルスロート上流側より発生するが，凝縮開始点はノズルスロート近傍から下流側に位置する．し
かし，ルトビーク管内の流れにおいては，図で示すようにノズルスロート高さの増加に伴いノズル入
口より上流側において液滴が発生し，通常の吸込み式や吹出し式の超音速ノズル内で発生する凝縮現
象とは明らかに異なることがわかる．これは，ノズル入口より上流側に伝ぱする非定常膨張波の影響
によるためであり，ノズル部には液滴を含む混合気体が流入してくることになる．
(b) 凝縮による物理量の変化
図 7.10から図 7.12は，h∗/H = 0.711(h∗ = 27 mm)の場合で，それぞれ初期相対湿度 φ4が 20 %，
40 %，および 80 %の場合の管中心軸上での静圧分布 pの時間変化を示す波動線図 (図 7.10(a)，図
7.11(a)，図 7.12(a))と，非定常膨張波通過後の t = 7.85 ∼ 9.45 µsの範囲における静圧力 p/p4と液
相の質量比 gの管中心線上の分布を示す (図 7.10(b)，図 7.11(b)，図 7.12(b))．横軸は隔膜からの距
離 xを管の高さHで無次元化した値を示す．また，時間 tは，隔膜が破膜した瞬間を 0とした場合の
経過時間を示す．なお，図中の破線は，φ4が 0 %の場合の分布を示す．
図 7.10の φ4 = 20 %の場合は，隔膜の破膜後，膨張波の波尾がノズルスロート上流側へ伝ぱした
後は，ノズルスロート近傍では周期的な静圧の変動が生じているのがわかる (Fig,7.10(a))．また，液
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滴 (液相の質量比)はノズルスロートのすぐ上流部より急激に増加しており，静圧の変動の影響はノ
ズルスロートより上流側でも僅かに見ることができる (図 7.10(b))．
図 7.11の φ4 = 40 %では，図 7.10で示した変化とほぼ同様となるが，液滴はより上流側から発生
しており，圧力変動の影響はノズルスロート上流側でも見られる．以上のように，φ4 が 20 %と 40
%の場合は，ノズルスロート下流で発生した凝縮衝撃波がノズルスロートの上流側へ伝ぱし，流れ場
が周期的に振動する場合に対応することがわかった．
一方，図 7.12で示す静圧分布には，破膜後十分に時間が経過した後，ノズルスロート上流側では
変動が全く見みられない．また，液相の質量比はノズル部の上流側でも発生しており，図 7.10と図
7.11で示した様相とは異なることがわかる (図 7.12(b))．さらに，図 7.11と図 7.12の実線で示す静圧
は，φ4 = 0 %の場合 (破線)と比較してほぼ全領域において高い値となっていることがわかる．これ
は，ノズル入口より上流側に伝ぱする非定常膨張波内で生ずる凝縮により発生する潜熱の影響による
ものである．なお，φ4が 60 %の場合についても計算を行ったが，流れの様相は φ4 = 80 %(図 7.12)
の場合とほぼ同様になった．
図 7.13から図 7.15は，それぞれ図 7.10から図 7.12の場合に対応する管中心線上の核生成率 Ihom(図
7.13(a), 図 7.14(a), 図 7.15(a))と液相の質量比 g(図 7.13(b), 図 7.14(b), 図 7.15(b))の時間変化を示
す．図の縦軸は時間 t sを，横軸は隔膜からの距離 xを管の高さH で無次元化した値を示す．
図 7.13(a)で示す核生成率は，時間の経過とともにノズルスロート近傍で急激に発生することが確
認できるが，ノズル入口より上流側においては発生していないことがわかる．また，図 7.13(b)の液
相の質量比もノズルスロート近傍から急激に増加しており，文献 (28)で示されている流れ場とほぼ同
様になることがわかる (後述の Type Aに相当)．
図 7.14では，凝縮核はノズル内でほとんどが発生しているが，ノズル入口より上流側でも僅かな
がら周期的に発生していることがわかる (図 7.14(a))．また，図 7.14(b)の液相の質量比は，図 7.13
と同様にノズルスロート近傍から急激に増加する変化となっている (後述の Type Bに相当)．
一方，図 7.15(a)では，ノズル入口より上流側における非定常膨張波内において多くの量の凝縮核
が発生しており，その発生領域が時間とともに上流側へ移動しているのがわかる．また，ノズルス
ロート近傍でも非常に多くの凝縮核が発生しているのがわかる．よって，図 7.15(b)で示すように液
滴がノズル入口より上流側で現われるとともに，ノズルスロートの下流側からさらに増加すること
になる (後述のType Cに相当)．これは，ノズル入口より上流側で形成された液滴が凝縮核となると
ともに，ノズル内で新たに凝縮核が生じ，これらの周りで蒸気分子の凝縮が起こることを意味してい
る．なお，φ4が 60 %の場合における核生成率と液相の質量比の変化の様相は，φ4が 80 %の場合と
ほぼ同様になった．以上のことから，スロート高さが一定の場合，初期相対湿度により流れ場の様相
がまったく異なることがわかる．
以上の結果を総合すると，本計算条件で得られた凝縮を伴う流れ場の挙動は，次の 3つに分類する
ことができる．
Type A : ノズル入口より上流側では圧力の変動が見られるが，核の生成と液
相の発生が認められない．なお，ノズルスロート近傍において核の
生成と液相の発生，および圧力の変動が見られる．
Type B : ノズル入口より上流側では圧力の変動と核の生成が見られるが，液
相の発生は認められない．なお，ノズルスロート近傍において核の
生成と液相の発生，および圧力の変動が見られる．
Type C : ノズル入口より上流側では圧力の変動は見られないが，核の生成と
液相の発生が認められる．
表 7.3は，3つのノズルに対する流れを分類したものである．スロート高さが大きくなると，従来
から観察されてきた Type Aの流れ場とは異なる様相を示すようになることがわかる．なお，Type
Bの流れは Type Aの流れから Type Cの流れへ変化する過渡的状態といえる．
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Table 7.3 Classifications of flow with condensation
φ4 (%)
20 40 60 80
h∗/H 0.632 A A B C
0.711 A B C C
0.790 B C C C
(c) ノズル内の全圧損失
流れ場のある位置での水蒸気圧力と温度の変化 (蒸気圧曲線との位置関係) を調べることは，流れ
の全圧損失を論ずる際に重要となる．
図 7.16は，h∗/H = 0.711の場合で，4つの相対湿度に対するノズル内の核生成率が最大となる位
置近傍における水蒸気圧力 pv と温度 T の時間変化を示す．また，図中の一点鎖線は蒸気圧曲線を示
す．なお，図中の小円は，非定常膨張波がノズルを通過し，圧力と温度の時間経過に対する変動が小
さくなった部分を示す．
図 7.16から，それぞれの相対湿度に対して，時間の経過とともに圧力と温度は小さくなり，特に
φ4が 60 %と 80 %の場合に複雑に変動しているのがわかる．また，非定常膨張波通過後 (小円で示す
部分)の状態は，φ4 = 20 % の場合において最も蒸気圧曲線に近い位置にあり，φ4 = 40 %において
最も離れた位置にあることがわかる．これは，図 7.10(b)における凝縮による静圧力の増加開始の位
置が，φ4 = 40 %の場合 (図 7.11(b))と比べより下流側にあることから，流れがより膨張 (圧力と温度
の減少)するためであると考えられる．
h∗/H = 0.632の場合には，特に φ4 = 80 %の場合には複雑に変動し，非定常膨張波通過後は，
φ4 = 20 %の場合において最も蒸気圧曲線に近く，φ4 = 60 %において最も離れることがわかった．
h∗/H = 0.790の場合には，φ4 = 60 %と 80 %の場合に複雑に変動し，非定常膨張波通過後は，φ4 = 20
%の場合において最も蒸気圧曲線に近く，φ4 = 80 %において最も離れることがわかった．蒸気圧曲
線と非定常膨張波通過後の水蒸気圧力と温度の位置関係は，相対湿度とスロート高さにより変化する
ことがわかった．しかし，各々の相対湿度に対するその位置関係は，ノズルスロート高さが大きくな
るとともに蒸気圧曲線に近づくことがわかった．
図 7.17は，始動衝撃波に流入する流れの全圧損失 (1 − p0c/p03)(p0c : 始動衝撃波直前の流れの全
圧, p03 : 非定常膨張波通過後の状態での全圧) のスロート高さに対する変化を示す．図中のデータの
幅は，流れ場が周期的に振動するために生ずる全圧変化の範囲を示す．なお，全圧損失は，不可逆過
程による空気，蒸気および液滴のエントロピー変化から求めた (51)．図より，それぞれの相対湿度に
対する全圧損失は，h∗/H の増加とともに減少することがわかる．また，表 7.3の Type Cに対応す
る全圧損失も，h∗/Hの増加とともに減少している．これは図 7.16で示したように水蒸気圧力と温度
が蒸気圧曲線に近づくとともに，ノズル入口より上流側で生じた液滴の周りで凝縮が起こり，現象が
heterogeneous condensationのようになるためと考えられる．
また，各々の h∗/H に対する全圧損失は，φ4 = 20 %において最も小さくなっているが，h∗/H =
0.711, 0.790の場合の φ4 = 40 %，60 %，80 %における全圧損失の大小関係は相対湿度の大きさには
依存していないことがわかる．しかしながら，その値は，図 7.16の小円で示す流れの状態が，蒸気
圧曲線に近い位置にある順番に大きくなることがわかる．
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7.4 ルトビーク管内流れに及ぼす非均一凝縮の影響
(a) 凝縮による物理量の変化
図 7.18と図 7.19は，h∗/H = 0.711(h∗ = 27 mm)の場合で，それぞれ初期相対湿度 φ4が 20 %と
80 %の場合の管中心軸上での静圧 p，液相の質量比 g，および均一凝縮による核生成率 Ihomの時間
変化を示す．横軸は隔膜からの距離 xを管の高さHで無次元化した値を示す．また，時間 tは，隔膜
が破膜した瞬間を 0とした場合の経過時間を示す．
図 7.18の φ4 = 20 %の場合は，隔膜の破膜後，膨張波の波尾がノズルスロート上流側へ伝ぱした
後は，均一凝縮が生ずる場合と異なりノズルスロート近傍の流れ場は定常な流れ場となっている．ま
た，液滴 (液相の質量比)の分布も同様に均一凝縮が生ずる場合の分布とは異なっている．非定常膨
張波の伝ぱと共にノズル入口より上流側から発生し，ノズル内でさらに増加している．また，均一凝
縮による核生成はノズル内で発生していることがわかる．図 7.19の φ4 = 80 %の場合は，隔膜の破
膜後，膨張波の波尾がノズルスロート上流側へ伝ぱした後は，ノズルスロート近傍の流れ場は定常な
流れ場となっている．また，液滴 (液相の質量比)は非定常膨張波の伝ぱと共にノズル入口より上流
側から発生し，ノズル内でさらに増加している．また，均一凝縮による核生成はノズル内で発生して
いることがわかる．この場合の流れ場は，均一凝縮が生ずる場合の流れ場とほぼ同様の流れ場となっ
ている．
破膜後十分に時間が経過した後の，φ4 = 20 %と 80 %の場合のノズル近傍におけるマッハ数の等
高線図と，静圧 p，液相の質量比 g，および均一凝縮による核生成率 Ihomの分布を図 7.20から 7.23
に示す．図の横軸は隔膜からの距離 h∗/H，縦軸は静圧 p，液相の質量比 g，および均一凝縮による
核生成率 Ihomを示す．図中の黒の破線は凝縮なし (φ4 = 0 %)の場合を示し，黒の実線が凝縮ありの
場合の分布をそれぞれ示している．赤の実線，破線，および青の実線はそれぞれ，均一と非均一凝縮
による液相の質量比の和 gtotal，非均一凝縮による液相の質量比 ghet，および均一凝縮による核生成率
Ihomを示している．
ルトビーク管内の流れ場において非均一凝縮が生ずる場合には，いずれの場合においてもノズル内
において流れ場の周期的な振動は発生せず，定常な流れ場となっている．図 7.20の φ4 = 20 %で均一
凝縮が生ずる場合，ノズル内の流れ場は周期的に振動しているため，その振動のほぼ一周期分の分布
を示している．図 7.21の φ4 = 20 %で非均一凝縮が生ずる場合，破膜後十分に時間が経過した後は，
管内の圧力分布は凝縮なし (φ4 = 0 %)の場合とほぼ同様となっている．しかし，始動衝撃波の上流
側において，全領域で凝縮なし (φ4 = 0 %)の場合の圧力分布より高い圧力分布を示している．また，
液相の質量比はノズル部の上流側から発生しており，始動衝撃波の直前において，わずかに増加して
いる．これは，均一凝縮による核生成率の分布が示すように，ノズル入口より上流側に伝ぱする非定
常膨張波内において，非均一凝縮によって液相が発生し，これらの液相を含む流れがノズルによって
再度膨張され，始動衝撃波直前において発生する均一凝縮によるものである．非均一凝縮が生ずる場
合，流れ場の周期的な振動が発生しないのは，非均一凝縮の効果により，ノズル入口より上流側から
凝縮が起こるため，ノズル内で発生する凝縮量が現象し，潜熱の放出量が減少するためである．始動
衝撃波より上流側での圧力分布が凝縮なし (φ4 = 0 %)の場合の分布よりも高い分布となるのは，均
一凝縮が生ずる場合と同様にノズル入口より上流側に伝ぱする非定常膨張波内で生ずる凝縮により発
生する潜熱の影響によるものである．
図 7.22と図 7.23の φ4 = 80 %の場合，均一と非均一凝縮の両方において，破膜後十分に時間が経
過した後は，管内の圧力分布は始動衝撃波の上流側で，全領域で凝縮なし (φ4 = 0 %)の場合の圧力
分布よりかなり高い圧力分布を示している．また，液相の質量比はノズル部の上流側から発生し，ノ
ズル内において緩やかに増加している．また，非均一凝縮が生ずる場合 (図 7.23)，均一凝縮による
核生成率は，始動衝撃波直前に分布しているが，均一凝縮が生ずる場合 (図 7.22)と比較しかなり小
さい値を示している．これらの分布は，均一凝縮による液相がほとんど発生していないとみなせるこ
とを示している．つまり，この場合の流れ場における液相の発生はすべて非均一凝縮によるものであ
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る．均一凝縮の場合と比較して，始動衝撃波の位置が異なるのは，ノズル内における凝縮の発生の違
いによるものである．
なお，φ4 が 40 %と 60 %で非均一凝縮が生ずる場合についても計算を行ったが，流れの様相は
φ4 = 80 %で非均一凝縮が生ずる場合 (図 7.23)とほぼ同様になった．
(b) 凝縮による全圧損失
ノズル内の均一凝縮による核生成率が最大となる位置近傍における φ4 = 20 %と 80 %の場合の水
蒸気圧力 pv と温度 T の時間変化を図 7.24にそれぞれ示す．図中の青の実線と赤の実線は均一凝縮
が生ずる場合の変化と非均一凝縮が生ずる場合の変化をそれぞれ示す．φ4 = 20の場合 (図 7.24(a))，
均一凝縮が生ずる場合，流れ場は周期的に振動しているため，それに伴って圧力と温度も変動してい
る．その変動の範囲を図中の小円で示している．また，非均一凝縮が生ずる場合は，破膜からノズル
内に定常な流れ場が形成されるまで複雑な変動を経て，最終的には図中に示す小円の位置において定
常状態となる．
φ4 = 80の場合 (図 7.24(b))においても，時間の経過とともに圧力と温度は小さくなる．均一凝縮
が生ずる場合には，前節で述べた通りである．しかし，非均一凝縮が生ずる場合，過飽和状態に達し
た後すぐに凝縮が生ずるため，その後の変化は飽和蒸気線に沿うような変化をたどり，また，非定常
膨張波通過後 (小円で示す部分)の状態は，飽和蒸気線の近傍に位置している．
図 7.25は，始動衝撃波に流入する流れの全圧損失 (1 − p0c/p03)(p0c : 始動衝撃波直前の流れの全
圧, p03 : 非定常膨張波通過後の状態での全圧) の高圧室の初期相対湿度に対する変化を示す．青のシ
ンボルと赤のシンボルはそれぞれ均一凝縮が生ずる場合と非均一凝縮が生ずる場合を示している．図
より，核生成の違いによらず，高圧室の初期相対湿度の増加と共に全圧損失も増加することがわかる．
しかし，φ4 = 20 %の場合，均一凝縮が生ずる場合の全圧損失は約 5.1 %であるのに対して，非均一
凝縮が生ずる場合の全圧損失は約 3.4 %であり，全圧損失が減少していることがわかる．これは，非
均一凝縮が生ずることによりノズル入口より上流側から凝縮が起こり，ノズル内における凝縮過程が
飽和蒸気線近傍において進行するためである．また，ノズル入口より上流側から凝縮が起こることで，
ノズル内における潜熱の放出量が減少することで，流れ場の周期的な振動が完全に抑制されるためで
ある．φ4 = 80 %の場合，非均一凝縮が生ずる場合の全圧損失は，均一凝縮が生ずる場合の全圧損失
とほとんど同じであり約 10 %である．これは，ノズル内の物理量の分布からもわかるように，均一凝
縮が生ずる場合と非均一凝縮が生ずる場合において，流れ場における凝縮の発生に大きな違いが見ら
れないためである．非均一凝縮の場合，流れの全圧損失は高圧室における初期相対湿度の増加に伴っ
て直線的に増加しているが，均一凝縮の場合には，φ4 = 40 %以下の場合の高圧室の初期相対湿度の
増加に対する流れの全圧損失の増加割合は，φ4 = 60 %以上の場合よりも大きいことがわかる．流れ
の全圧損失は，ノズル入口より上流側で生ずる凝縮による損失と，ノズル内で生ずる凝縮による損失
の和である．phi4 = 40 %以下の場合には，ノズル入口より上流側で凝縮が生じない場合であり，ノ
ズル内においてのみ凝縮が生じるため，ノズル内における非平衡の程度が強くなるため流れの全圧損
失の増加割合が大きい．高圧室の初期相対湿度が φ4 = 60 %以上になると，ノズル入口より上流側で
凝縮が生じ，ノズル内で生ずる非平衡の程度が弱くなるため，高圧室の初期相対湿度の増加に対する
流れの全圧損失の増加割合は小さくなる．結果として，高圧室の初期相対湿度が φ4 = 40 %の場合の
均一凝縮と非均一凝縮による流れの全圧損失の差が他の相対湿度の場合と比較して大きくなる．
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7.5 まとめ
先細末広円弧ノズルを有する下流膜方式ルトビーク管内の流れ場で生ずる均一，および非均一凝縮
について数値計算を行った．得られた結果を要約すると以下のとおりである.
(1) 均一凝縮が生ずる場合
1. 本計算手法は，ルトビーク管内で生ずる非定常凝縮衝撃波をほぼ正確に再現することができ，流
れ場の定性的な傾向を得るのに非常に有効である．
2. ノズル入口より上流側における凝縮核と液相の発生の有無および圧力変動の有無の観点から，管
内で生ずる凝縮を伴う流れ場は，ノズル入口より上流側で凝縮が生じない場合と生ずる場合，お
よびその過渡的状態の 3つに分類できる．
3. ノズル入口より上流側で凝縮が生じない場合，高圧室の初期状態における相対湿度の僅かな変化
が全圧損失に大きな影響を与える．
4. ノズル入口より上流側で凝縮が生ずる場合のノズル内の液相の増加開始点における水蒸気圧力と
温度は，ノズルスロート高さの増加とともに飽和蒸気圧曲線に近づく．
5. ノズル入口より上流側で凝縮が生ずる場合，全圧損失はノズルスロート高さの増加とともに小さ
くなる．
6. 高圧室の初期相対湿度の増加に伴い，始動衝撃波の上流における流れの全圧損失は増加する．
(2) 非均一凝縮が生ずる場合
1. ノズル内で均一凝縮による流れ場の周期的な振動が生ずる場合，ノズル入口より上流側で非均一
凝縮が生ずることにより，流れ場の振動の発生を完全に抑制することができる．
2. ノズル入口より上流側で非均一凝縮が生ずる場合，ノズル入口より上流側から始動衝撃波までの
圧力や液相の質量比などの分布は均一凝縮が生ずる場合の分布とほぼ同様となる．
3. 高圧室の初期相対湿度の増加に伴い，始動衝撃波の上流における流れの全圧損失は増加する．
4. 非均一凝縮が生ずる場合の流れの全圧損失は，均一凝縮が生ずる場合より小さくなる．
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(a) Computational grids (Unit : mm)
(b) Boundary conditions
Fig. 7.1 Computational domain
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(1) t = 0 µs
(2) t = 100 µs
(3) t = 200 µs
(4) t = 350 µs
(a) Experiment(28) (p41 = 3, φ4 = 42 %,
φ03 = 124 %, T4 = 302 K, f = 2.86 kHz)
(1) t = 0 µs
(2) t = 100 µs
(3) t = 210 µs
(4) t = 320 µs
(b) Calculation (p41 = 3, φ4 = 42 %,
φ03 = 107 %, T4 = 302 K, f = 2.77 kHz)
Fig. 7.2 Comparisons between experimental and calculated flow fields (h∗/H = 0.316)
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Fig. 7.3 Frequencies of self-excited flow oscillation at nozzle throat (h∗/H = 0.316)
Fig. 7.4 Pressure time histories at positions upstream of nozzle throat (h∗/H = 0.316)
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(a) φ4 = 30 % (φ03 = 78.5 %)
(b) φ4 = 35 % (φ03 = 91.1 %) (c) φ4 = 80 % (φ03 = 198 %)
Fig. 7.5 Pressure wave diagram for Ludwieg tube (h∗/H = 0.316)
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(a) Condensate mass fraction (b) Nucleation rate
Fig. 7.6 Distributions of condensation properties (h∗/H = 0.316, φ4 = 30 %, φ03 = 78.5 %)
(a) Condensate mass fraction (b) Nucleation rate
Fig. 7.7 Distributions of condensation properties (h∗/H = 0.316, φ4 = 80 %, φ03 = 198 %)
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(a) Relationships between p03/p4 and φ4
(b) Relationships between p0c/p4 and φ4
Fig. 7.8 Eﬀects of φ4 on p03/p4 and p0c/p03 (h∗/H = 0.316)
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Fig. 7.9 Contour maps of density gradient (φ4 = 80 %)
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(a) Pressure wave diagram (b) Time histories of static pressure and
condensate mass fraction
Fig. 7.10 Pressure wave diagram and time histories of static pressure and condensate mass
fraction (h∗/H = 0.711, φ4 = 20 %)
(a) Pressure wave diagram (b) Time histories of static pressure and
condensate mass fraction
Fig. 7.11 Pressure wave diagram and time histories of static pressure and condensate mass
fraction (h∗/H = 0.711, φ4 = 40 %)
(a) Pressure wave diagram (b) Time histories of static pressure and
condensate mass fraction
Fig. 7.12 Pressure wave diagram and time histories of static pressure and condensate mass
fraction (h∗/H = 0.711, φ4 = 80 %)
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(a) Nucleation rate (b) Condensate mass fraction
Fig. 7.13 Distributions of condensate mass fraction and nucleation rate (h∗/H = 0.711, φ4 = 20 %)
(a) Nucleation rate (b) Condensate mass fraction
Fig. 7.14 Distributions of condensate mass fraction and nucleation rate (h∗/H = 0.711, φ4 = 40 %)
(a) Nucleation rate (b) Condensate mass fraction
Fig. 7.15 Distributions of condensate mass fraction and nucleation rate (h∗/H = 0.711, φ4 = 80 %)
157
Fig. 7.16 pv-T diagram (h
∗/H = 0.711)
Fig. 7.17 Relationships between p0c/p03 and h
∗/H
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(a) Static pressure
(b) Condensate mass fraction (c) Nucleation rate
Fig. 7.18 Variations of condensation properties (h∗/H = 0.711, φ4 = 20 %, nhet,4 = 1.0× 1015 m−3)
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(a) Static pressure
(b) Condensate mass fraction (c) Nucleation rate
Fig. 7.19 Variations of condensation properties (h∗/H = 0.711, φ4 = 80 %, nhet,4 = 1.0× 1015 m−3)
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(a) Contour map of density gradient
(b) Distributions of flow properties
Fig. 7.20 Contour map of density gradient and distributions of flow properties (h∗/H = 0.711,
φ4 = 20 %, Homogeneous condensation)
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(a) Contour map of density gradient
(b) Distributions of flow properties
Fig. 7.21 Contour map of density gradient and distributions of flow properties (h∗/H = 0.711,
φ4 = 20 %, nhet,4 = 1.0× 1015 m−3)
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(a) Contour map of density gradient
(b) Distributions of flow properties
Fig. 7.22 Contour map of density gradient and distributions of flow properties (h∗/H = 0.711,
φ4 = 80 %, Homogeneous condensation)
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(a) Contour map of density gradient
(b) Distributions of flow properties
Fig. 7.23 Contour map of density gradient and distributions of flow properties (h∗/H = 0.711,
φ4 = 80 %, nhet,4 = 1.0× 1015 m−3)
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(a) φ4 = 20 %
(b) φ4 = 80 %
Fig. 7.24 pv-T diagram (h
∗/H = 0.711)
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Fig. 7.25 Relationships between p0c/p03 and φ4 (h∗/H = 0.711)
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第8章 遷音速バンプ流れに及ぼす非平衡凝縮の
影響
8.1 計算条件
8.1.1 計算格子
本研究で使用した計算格子を図 8.1に示す．ノズルの全長は 200 mmであり，ノズル入口と出口の
高さHは 60 mmである．ノズル中央にバンプモデルが設置してあり，その曲率半径Rは 100 mmと
200 mmとした．これらの曲率半径は，バンプモデル上の遷音速流れ場に非定常断熱衝撃波が発生す
る場合と，定常断熱衝撃波が発生する場合に対応している．ノズルスロートの高さ h∗は，56 mmで
ある．この場合のバンプモデルの翼弦長はそれぞれ 56.0 mmと 79.6 mmである．本研究では，これ
らの翼弦長を代表長さとした．本研究で用いた格子数は 250 × 60である．流れ方向にはバンプモデ
ル上の衝撃波が発生する位置近傍に格子を密にとり，また，壁面において格子を密にしている．最小
格子幅は無次元量で 5.730× 10−5である．
8.1.2 初期条件
よどみ点の圧力 p01と温度 T01は，それぞれ 102.0 kPaと 298 Kである．また，よどみ点における初
期相対湿度 φ01は，40 %とした．よどみ点における空気中に含まれる固体微粒子の初期数密度 nhet,01
は 1.0× 1011 m−3から 1.0× 1014 m−3の範囲で変化させた．固体微粒子の半径は，1.0× 10−8 mと
した．なお，バンプモデル上流におけるマッハ数Minletは 0.73である．代表長さを翼弦長 L，代表
マッハ数をバンプモデル上流におけるマッハ数Minletとした場合，凝縮が生じない場合の流れのレ
イノルズ数は，R = 100 mmの場合は 0.724× 106であり，R = 200 mmの場合は 1.03× 106である．
以下の表に，まとめて示す．
Table 8.1 Initial conditions
Symbol Unit Value
Stagnation pressure at reservoir p01 kPa 102.0
Stagnation temperature at reservoir T01 K 298
Initial relative humidity at reservoir φ01 % 40
Initial concentration of solid particles
at reservoir
nhet,01 m
−3 1.0× 1011 ∼ 1.0× 1014
Radius of solid particle Rp m 1.0× 10−8
Mach number at nozzle inlet Minlet - 0.73
Reynolds number (R = 100 mm) Re - 0.724× 106
Reynolds number (R = 200 mm) Re - 1.03× 106
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8.1.3 境界条件
本計算で用いた境界条件を図 8.1(b)に示す．壁面は，滑りなし，等圧条件と等温条件を用いた．ま
た，壁面において凝縮に関する諸量はすべてゼロである．ノズル入口は初期条件で固定し，出口はノ
ズル出口圧力 pexitとよどみ点圧力 p01との比 pexit/p01を 0.683で固定した．また，ノズル出口には，
凝縮に関する諸量を含め Riemann境界条件が生ずる．
8.1.4 物性値
本研究において使用した物性値を表 8.2に示す．
Table 8.2 Physical properties
Symbol Unit Vapour Air
Laminar Prandtl number Prl - 1.0068 0.7173
Turbulent Prandtl number Prt - 0.9
Specific heat at constant pressure cp J/(kg ·K) 1.870× 103 1.00704× 103
Dynamic viscosity µ Pa · s 9.864× 10−6 18.517× 10−6
8.2 実験結果との比較
図 8.2は，バンプモデルの曲率半径Rが 100 mmで凝縮無しの場合の流れ場の可視化結果を示して
いる．図 8.2(a)と (b)は実験によるシュリーレン写真と計算による密度の等高線図を含む x方向の密
度勾配の等高線図をそれぞれ示している．よどみ点における初期相対湿度 φ01は，それぞれ 18 %と 0
%である．図 8.2(a)から，バンプモデル上に衝撃波が発生していることがわかる．この衝撃波は，流
れが超音速から亜音速に減速する際に生ずる断熱衝撃波である．図 8.2(b)の計算結果は，実験におい
て生ずる衝撃波をよく再現していることがわかる．図 8.3は，バンプモデルの曲率半径Rが 100 mm
で凝縮ありの場合の流れ場の可視化結果を示している．よどみ点における初期相対湿度 φ01は，それ
ぞれ 50 %である．図 8.3(a)から，凝縮が生じない場合 (図 8.2(a))と比較して，衝撃波が小さくなっ
ていることがわかる．これは，衝撃波の上流の超音速領域で生ずる凝縮によって放出される潜熱の影
響により，流れの衝撃波への流入マッハ数が減少することによるものである．また，この場合の計算
結果も実験をよく再現していることがわかる．図 8.4と図 8.5は，バンプモデルの曲率半径Rが 200
mmの場合の流れ場の可視化結果を示している．バンプモデルの曲率半径 Rが 100 mmの場合と同
様に，計算結果は実験結果をよく再現していることがわかる．
図 8.6と図 8.7は，バンプモデルの曲率半径Rが 100 mmと 200 mmの場合のバンプモデル上にお
ける実験と計算の圧力分布を示している．縦軸と横軸は静圧をよどみ圧力で無次元化した値とノズル
スロートからの距離を翼弦長で無次元化した値をそれぞれ示している．青のシンボルと赤のシンボル
は実験における凝縮無しと凝縮ありの場合をそれぞれ示し，青の実線と赤の実線は計算における凝縮
無しと凝縮ありの場合をそれぞれ示している．図中には衝撃波の位置も併せて示している．R = 100
mmの場合，流れはバンプモデル上において膨張し，圧力は減少する，その後，衝撃波によって圧縮
されるために急激に増加する．凝縮無しの場合の計算結果は，実験における衝撃波の位置とその圧力
勾配をよく再現しているが，凝縮ありの場合の計算結果における衝撃波の位置は，実験における衝撃
波の位置と比較して上流側に位置している．しかし，実験と計算のいずれの場合においても，凝縮無
しの場合と凝縮ありの場合をそれぞれ比較すると，凝縮ありの場合の衝撃波の位置が上流側に位置し
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ており，凝縮の流れ場に与える影響をよく再現していると考えられる．R = 200 mmの場合において
も，凝縮が流れ場に与える影響をよく再現していると考えられる．
以上の結果より，本計算結果によって凝縮が遷音速バンプ流れに与える影響について議論すること
は十分に可能であると考えられる．
8.3 定常衝撃波を伴う遷音速バンプ流れ場に及ぼす非均一凝縮の影響
8.3.1 凝縮が衝撃波に及ぼす影響
バンプの曲率半径 Rが 200 mmの場合のマッハ数の等高線図を図 8.8に示す．(a)から (e)は，そ
れぞれ凝縮なし (φ01 = 0 %)の場合，均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)，および非均一凝縮
が生ずるそれぞれの場合 (nhet,01 = 1.0× 1011 m−3，nhet,01 = 5.0× 1012 m−3，nhet,01 = 1.0× 1014
m−3)を示す．流れの方向は左から右である．
凝縮無しの場合 (φ01 = 0 %)，バンプモデル上に定常な衝撃波が発生していることがわかる．この
衝撃波は，超音速の流れを亜音速に減速する断熱衝撃波である．均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0
m−3)，衝撃波の位置は上流側へ移動し，その大きさも小さくなっている．これは，衝撃波の上流で発生
する非平衡凝縮の影響であり，凝縮によって発生する放出潜熱が衝撃波への流れの流入マッハ数を減少
させるためであり，凝縮によって衝撃波と境界層の干渉による流れのはく離領域が小さくなっているた
めである．また，非均一凝縮が生ずるそれぞれの場合 (nhet,01 = 1.0× 1011 m−3，nhet,01 = 5.0× 1012
m−3，nhet,01 = 1.0 × 1014 m−3)，nhet,01 = 1.0 × 1011 m−3 の場合には，均一凝縮が生ずる場合
(nhet,01 = 0 m
−3)の流れ場とほぼ同様の流れ場となっている．これは，空気中に含まれる固体微粒子
の初期数密度が小さいために，非均一凝縮の影響が小さく，均一凝縮が生ずる場合の流れ場との違い
が小さいためである．しかし，固体微粒子の初期数密度が増加するに従い，バンプモデル上の衝撃波
の位置は上流側へと移動し，その大きさも小さくなっていることがわかる．また，衝撃波の下流側の
流れのはく離領域も小さくなっていることがわかる．これらも前述と同様の効果によるものである．
8.3.2 流れ場における物理量の分布
図 8.8と同じ条件の場合の液相の質量比の等高線図を図 8.9に示す．均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 =
0 m−3)，液相は衝撃波のすぐ上流のバンプモデル上のスロート下流側の x/L ≈ 0.2の位置より急激
に増加し，下壁に沿うような形で分布していることがわかる．nhet,01 = 1.0× 1011 m−3の場合には，
凝縮開始点は均一凝縮が生ずる場合と比較して上流側へ移動し，液相はスロート上流の x/L ≈ −0.2
の位置より緩やかに増加していることがわかる．また，その分布は下壁から上壁まで広がっている．
さらに，ノズルスロート下流側において急激に増加していることがわかる．凝縮開始点が上流側へ移
動するのは，空気中の固体微粒子の存在によって，均一凝縮の場合よりも低い過飽和度で凝縮が始ま
るからである．また，バンプモデル上のスロート下流側における液相の急激な増加は均一凝縮の発
生によるものである．nhet,01 = 5.0× 1012 m−3の場合には，凝縮開始点がさらに上流側へと移動し，
x/L ≈ −1.0の位置より凝縮が発生していることがわかる．また，この場合にはバンプモデル上にお
ける液相の急激な増加は存在しない．nhet,01 = 1.0 × 1014 m−3の場合には，凝縮開始点がさらに上
流側へと移動する．また，バンプモデル上における液相の急激な増加も存在しない．
バンプモデル上の境界層外縁における圧力分布を図 8.10に示す．図中の上部には圧力の測定位置を
示している．縦軸に静圧 pをよどみ点圧力 p01で無次元化した値 p/p01を示し，横軸にノズルスロー
トからの距離 xを翼弦長 Lで無次元化した値 x/Lを示す．図中の黒の破線は凝縮なし (φ01 = 0 %)
の場合，黒の実線は均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)，青，緑，および赤の実線は非均一凝縮
が生ずるそれぞれの場合 (nhet,01 = 1.0× 1011 m−3，nhet,01 = 5.0× 1012 m−3，nhet,01 = 1.0× 1014
m−3)を示している．図中には衝撃波の位置もあわせて示している．
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均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)，凝縮無しの場合 (φ01 = 0 %)と比較すると衝撃波の
位置が上流側へ移動していることがわかる．また，その強さが弱くなっていることがわかるが，こ
れは凝縮による放出潜熱の影響であり，衝撃波に流入する流れのマッハ数の減少によるものである．
nhet,01 = 1.0× 1011 m−3の場合，その圧力分布は均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)とほとん
ど同じである．これは前述したように，固体微粒子の初期数密度が小さいために非均一凝縮の影響が
小さく，その違いが非常に小さいためである．nhet,01 = 5.0× 1012 m−3の場合には，衝撃波の位置は
さらに上流へ移動し，その強さもさらに弱くなっていることがわかる．nhet,01 = 1.0 × 1014 m−3の
場合には，その傾向がさらに強まる．また，この場合の圧力分布はバンプモデルの上流側から，他の
分布と比較して高くなっていることがわかる．これは，バンプモデル上流側から発生する非均一凝縮
による遷熱の放出量が大きいために，圧力が大きくなると考えられる．
流れ方向の液相の質量比と均一凝縮による核生成率の分布を図 8.11に示す．条件と測定位置は図
8.9と同じである．縦軸に液相の質量比 gと均一凝縮による核生成率 Ihomを示す．横軸に流れ方向のス
ロートからの距離を示す．青の実線は核生成率を示し，赤の実線と破線はそれぞれ均一と非均一凝縮
による液相の質量比の和と非均一凝縮による液相の質量比を示す．均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0
m−3)，スロート下流の x/L ≈ 0.2の位置において核生成率が最大となり，この位置より液相の質量比
は急激に増加する．nhet,01 = 1.0× 1011 m−3の場合，凝縮開始点は上流側へ移動し，スロート上流の
x/L ≈ −0.2の位置において緩やかに増加する．この液相の質量比の増加は非均一凝縮によるものであ
る．その後，均一凝縮が生ずる場合と同様にスロート下流の x/L ≈ 0.2の位置において均一凝縮によ
る核生成率が最大となり，この位置より均一凝縮によって液相の質量比は急激に増加する．非均一凝縮
による液相の質量比の増加は非常に小さく，流れ場に及ぼす影響はほとんどない．nhet,01 = 5.0×1012
m−3の場合には，凝縮開始点はさらに上流に移動し，x/L ≈ −1.0の位置において液相の質量比は増
加する．この液相の質量比の増加は非均一凝縮によるものである．その後，スロート下流側において，
均一凝縮による液相の質量比の増加がわずかに見られる．nhet,01 = 1.0 × 1014 m−3の場合には，凝
縮開始点はさらに上流側へ移動する．核生成率の分布からもわかるように，その値は非常に小さいこ
とがわかる．つまり，この場合の液相の質量比の増加はほとんどが非均一凝縮によるもので，均一凝
縮による液相の質量比の増加はほとんどない．
8.3.3 流れ場の全圧損失
図 8.12は，それぞれの場合におけるバンプモデル上に発生した衝撃波と境界層の干渉により生じ
た流れのはく離領域の大きさを示している．横軸は流れ方向の距離を示している．凝縮無しの場合
(φ01 = 0 %)には，x/L = 0.2近傍から流れがはく離し，x/L = 0.6近傍において流れが再付着して
いる．均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)，凝縮無しの場合 (φ01 = 0 %)と比較すると，はく離
領域が小さくなっていることがわかる．nhet,01 = 1.0× 1011 m−3の場合には，均一凝縮が生ずる場合
(nhet,01 = 0 m
−3)とほぼ同じ大きさのはく離領域となっている．しかし，nhet,01 = 5.0 × 1012 m−3
の場合には，均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)と比較し，大幅に小さくなっている．さらに，
nhet,01 = 1.0× 1014 m−3の場合には，流れのはく離が完全になくなっていることがわかる．
図 8.13は，境界層の排除厚さの分布を示している．流れがはく離している領域は，境界層を定義
できないため，空白の分布となっている．縦軸は境界層の排除厚さ δ1を示し，横軸は流れ方向の距離
x/Lを示している．図から，凝縮無しの場合 (φ01 = 0 %)，均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)，
nhet,01 = 1.0× 1011 m−3の場合，nhet,01 = 5.0× 1012 m−3の場合，nhet,01 = 1.0× 1014 m−3の場合
の順に境界層の排除厚さが小さくなっていることがわかる．これは，流れ場で生ずる凝縮による放出
潜熱の影響である．境界層内は亜音速であり，潜熱によって加速されるために境界層の排除厚さが小
さくなる．その結果，衝撃波との干渉が弱くなり流れのはく離領域が小さくなる．
衝撃波の下流側における流れの全圧損失 (1 − p0a/p01)(p0a : 局所全圧, p01 : よどみ点状態におけ
る全圧)の分布を図 8.14に示す．測定位置は，図中の上部に示すように，衝撃波の下流側 x/L = 0.60
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で下壁から流路中心までである．縦軸に下壁からの距離 yを翼弦長 Lで無次元化した値 y/Lを示し，
横軸に全圧損失 1− p0a/p01を示す．なお，全圧損失は，不可逆過程による空気，蒸気および液滴のエ
ントロピー変化から求めた (51)．図中の黒の破線と実線は凝縮無しの場合 (φ01 = 0 %)と均一凝縮が生
ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)をそれぞれ示し，青，緑，および赤の実線はそれぞれ nhet,01 = 1.0× 1011
m−3の場合，nhet,01 = 5.0× 1012 m−3の場合，および nhet,01 = 1.0× 1014 m−3の場合を示している．
均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)と nhet,01 = 1.0× 1011 m−3の場合の分布は，y/L < 0.16の
領域において nhet,01 = 5.0× 1012 m−3の場合よりも全圧損失が大きくなっている．これは，バンプモ
デル上で発生する均一凝縮の影響によるもので，非平衡過程における全圧損失が大きいためである．
nhet,01 = 1.0× 1014 m−3の場合の分布は，y/L > 0.045の領域において他のすべての場合の分布より
も大きくなっている．これは，固体微粒子の初期数密度が大きすぎるために，液相の質量比が過剰に
発生し，そのために発生する放出潜熱により空気のエントロピーが増加することによる．この場合の
液その質量比の分布は，他のすべての場合と比較して全領域にわたって最大となっている (図 8.11)．
各場合における流れの全圧損失を下壁から流路中心まで積分した値の，凝縮無しの場合 (φ01 = 0
%)の流れの全圧損失を下壁から流路中心まで積分した値に対する割合を表 8.3に示す．凝縮無しの場
合 (φ01 = 0 %)の流れの全圧損失の積分値を 100 %とした場合，均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0
m−3)の場合の全圧損失の積分値は 96.36 %となり，全圧損失が小さくなっていることがわかる．ま
た，nhet,01 = 1.0×1011 m−3の場合の全圧損失も 96.49 %であり，均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0
m−3)の場合とほぼ同じ値となっている．nhet,01 = 5.0× 1012 m−3の場合の全圧損失は，さらに減少
し 93.99 %である．しかし，nhet,01 = 1.0× 1014 m−3の場合全圧損失は，148.8 %となり凝縮無しの
場合 (φ01 = 0 %)よりも大きくなっている．これは，流れ場の全圧損失が，非均一凝縮による衝撃波
を弱くする効果と，非均一凝縮によるエントロピの増加による全圧損失に対する影響のバランスで決
定されるためである．これらのことは，流れの全圧損失を効果的に減少させる適正な固体微粒子の数
密度の値が存在することを意味している．
Table 8.2 Total pressure loss (R = 200 mm)
Total pressure loss (%)
φ01 = 0 % 100
nhet,01 = 0 m
−3 96.36
(Homogeneous condensation)
nhet,01 = 1.0× 1011 m−3 96.49
nhet,01 = 5.0× 1012 m−3 93.99
nhet,01 = 1.0× 1014 m−3 148.8
8.4 非定常衝撃波を伴う遷音速バンプ流れ場に及ぼす非均一凝縮の影響
8.4.1 凝縮が衝撃波に及ぼす影響
バンプの曲率半径Rが 100 mmで凝縮なし (φ01 = 0 %)の場合のマッハ数の等高線図を図 8.15に
示す．この場合，バンプモデル上に発生した非定常衝撃波により，周期的に振動する流れ場となって
いる．(a)から (f)は，周期的な流れ場の振動の一周期分の等高線図を示している．流れの方向は左か
ら右である．バンプモデル上の衝撃波は，境界層との干渉により，その大きさと発生位置を変えなが
ら周期的に変動している．
均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)，および非均一凝縮が生ずるそれぞれの場合 (nhet,01 =
1.0 × 1011 m−3，nhet,01 = 5.0 × 1012 m−3，nhet,01 = 1.0 × 1014 m−3)のマッハ数の等高線図を図
8.16に示す．いずれの場合においても，凝縮なし (φ01 = 0 %)の場合に発生していた周期的な流れ
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場の振動は完全に抑制され，流れ場は定常な流れ場になっている．これは，衝撃波の上流で発生する
非平衡凝縮の影響であり，凝縮によって発生する放出潜熱が衝撃波への流れの流入マッハ数を減少さ
せ，また，放出潜熱が境界層のはく離を抑制するためである．非均一凝縮が生ずるそれぞれの場合
(nhet,01 = 1.0× 1011 m−3，nhet,01 = 5.0× 1012 m−3，nhet,01 = 1.0× 1014 m−3)，R = 200 mmの場
合とほぼ同じ効果があらわれている．しかし，R = 200 mmの場合と異なり，固体微粒子の初期数密
度に関わらず，バンプモデル上の衝撃波の位置はほとんど変化していない．
8.4.2 流れ場における物理量の分布
図 8.16 と同じ条件の場合の液相の質量比の等高線図を図 8.17 に示す．均一凝縮が生ずる場合
(nhet,01 = 0 m
−3)，液相は衝撃波のすぐ上流のバンプモデル上のスロート下流側の x/L ≈ 0.1の
位置より急激に増加し，下壁に沿うような形で分布していることがわかる．非均一凝縮が生ずる場合
も R = 200 mmの場合とほぼ同様の流れ場となっているが，nhet,01 = 5.0 × 1012 m−3 の場合には，
R = 200 mmの場合と異なり，バンプモデル上における液相の急激な増加が見られる．
バンプモデル上の境界層外縁における流れ方向の液相の質量比と均一凝縮による核生成率の分布を
図 8.18に示す．均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)，スロート下流の x/L ≈ 0.1の位置におい
て核生成率が最大となり，この位置より液相の質量比は急激に増加する．非均一凝縮が生ずる場合も
R = 200 mmの場合とほぼ同様の流れ場となっているが，nhet,01 = 5.0× 1012 m−3の場合には，図
8.17(c)で見られたバンプモデル上における液相の急激な増加が見られる．
8.4.3 流れ場の全圧損失
図 8.19は，それぞれの場合におけるバンプモデル上に発生した衝撃波と境界層の干渉により生じ
た流れのはく離領域の大きさを示している．凝縮無しの場合 (φ01 = 0 %)には，流れ場が振動して
いるため，はく離領域が一定ではなく，流れのはく離点と再付着点が変動しているため，その変動の
領域の最上流点と最下流点を示している．均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)，流れの振動が
抑制されるためにはく離領域の変動も抑制される．nhet,01 = 1.0 × 1011 m−3の場合には，均一凝縮
が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)と比較し．ややはく離領域が小さくなっていることがわかる．また，
nhet,01 = 5.0× 1012 m−3の場合には，nhet,01 = 1.0× 1011 m−3の場合と比較し，ほぼ同じ大きさの
はく離領域となっている．しかし，nhet,01 = 1.0 × 1014 m−3の場合には，nhet,01 = 5.0 × 1012 m−3
の場合とほぼ同じ分布となっている．
図 8.20は，境界層の排除厚さの分布を示している．図から，凝縮無しの場合 (φ01 = 0 %)，流れ
場の振動により，境界層の排除厚さも大きく変動していることがわかる．凝縮が生ずるそれぞれの
場合を比較すると，均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)，nhet,01 = 1.0 × 1011 m−3 の場合，
nhet,01 = 5.0× 1012 m−3の場合，nhet,01 = 1.0× 1014 m−3の場合の順に境界層の排除厚さが小さく
なっていることがわかる．これは，図 8.13で述べた凝縮による放出潜熱の影響である．
衝撃波の下流側における流れの全圧損失 (1− p0a/p01)(p0a : 局所全圧, p01 : よどみ点状態における
全圧)の分布を図 8.21に示す．測定位置は，図中の上部に示すように，衝撃波の下流側 x/L = 0.60で
下壁から流路中心までである．均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)と nhet,01 = 1.0× 1011 m−3
の場合の分布は，y/L < 0.12の領域において最大となっている．これは，この領域において，液相の
質量比の値が nhet,01 = 1.0× 1014 m−3の場合，nhet,01 = 5.0× 1012 m−3の場合，nhet,01 = 1.0× 1011
m−3 の場合，および均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)の順に大きくなっているためである．
y/L > 0.18の領域では，nhet,01 = 1.0 × 1014 m−3以外の場合の分布は凝縮無しの場合 (φ01 = 0 %)
の分布に漸近しているが，nhet,01 = 1.0 × 1014 m−3の場合の分布は，他のすべての場合よりも大き
くなっていることがわかる．これは，R = 200 mmの場合と同様の理由から，固体微粒子の初期数密
度が大きすぎるために，液相の質量比が過剰に発生し，そのために発生する放出潜熱により空気のエ
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ントロピーが増加することによる．
各場合における流れの全圧損失を下壁から流路中心まで積分した値の，凝縮無しの場合 (φ01 = 0
%)の流れの全圧損失を下壁から流路中心まで積分した値に対する割合を表 8.3に示す．凝縮無しの場
合 (φ01 = 0 %)，流れ場が周期的に振動しているので，この場合の流れの全圧損失の積分値の平均を
100 %としている．均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)の場合の全圧損失の積分値は 76.59 %と
なり，全圧損失が小さくなっていることがわかる．また，nhet,01 = 1.0× 1011 m−3の場合の全圧損失
も 80.35 %であり，均一凝縮が生ずる場合 (nhet,01 = 0 m−3)の場合よりも大きくなっているが，凝縮
無しの場合 (φ01 = 0 %)と比較すると全圧損失は減少している．nhet,01 = 5.0 × 1012 m−3の場合の
全圧損失は，他のすべての場合と比較して最小であり，67.06 %である．さらに nhet,01 = 1.0× 1014
m−3の場合全圧損失は，88.04 %となり，R = 200 mmの場合と異なり，すべての場合において，凝
縮無しの場合 (φ01 = 0 %)の全圧損失よりも小さくなっている．R = 100 mmの場合もR− 200 mm
の場合と同様に，流れ場の全圧損失が，非均一凝縮による衝撃波を弱くする効果と，非均一凝縮によ
るエントロピの増加による全圧損失に対する影響のバランスで決定されるためである．これらのこと
は，流れの全圧損失を効果的に減少させる適正な固体微粒子の数密度の値が存在することを意味して
いる．
Table 8.3 Total pressure loss (R = 100 mm)
Total pressure loss (%)
φ01 = 0 % Minimum Average Maximum
56.97 100 149.8
nhet,01 = 0 m
−3 76.59
(Homogeneous condensation)
nhet,01 = 1.0× 1011 m−3 80.35
nhet,01 = 5.0× 1012 m−3 67.06
nhet,01 = 1.0× 1014 m−3 88.04
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8.5 まとめ
定常，および非定常の衝撃波を伴う遷音速バンプ流れで生ずる均一，および非均一凝縮について数
値計算を行った．得られた結果を要約すると以下のとおりである.
(1) 均一凝縮が生ずる場合
1. バンプモデル上で発生する衝撃波の上流で凝縮が生ずると，放出潜熱による衝撃波への流入マッ
ハ数の減少により衝撃波の強さは弱くなる．
2. 流れ場で生ずる均一凝縮により，衝撃波と境界層の干渉による流れのはく離領域は小さくなる．
3. 非定常な衝撃波の発生により流れ場が周期的に振動する場合，均一凝縮により振動を抑制するこ
とができる．
4. 凝縮が生ずる場合の，バンプモデル下流側における流れの全圧損失は，凝縮が生じない場合と比
較して小さくなる．
(2) 非均一凝縮が生ずる場合
1. 固体微粒子の初期数密度の増加に伴い衝撃波の強さは弱くなり，その衝撃波と境界層の干渉によ
る流れのはく離領域は小さくなる．
2. 非定常な衝撃波の発生により流れ場が周期的に振動する場合，非均一凝縮により振動を抑制する
ことができる．
3. 流れ場における液相の発生位置は，固体微粒子の初期数密度が大きくなると，バンプモデル上流
側へと移動する．
4. 流れの全圧損失は固体微粒子の初期数密度に強く依存し，流れ場の全圧損失を最小にする初期数
密度の適正な値が存在する．
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(a) Computational grids (Unit : mm)
(b) Boundary conditions
Fig. 8.1 Computational domain
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(a) Experiment (φ01 = 18 %) (b) Calculation (φ01 = 0 %)
Fig. 8.2 Comparison between experimental and calculated flow fields (R = 100 mm, Dry air)
(a) Experiment (φ01 = 50 %) (b) Calculation (φ01 = 50 %)
Fig. 8.3 Comparison between experimental and calculated flow fields (R = 100 mm, Moist air)
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(a) Experiment (φ01 = 17 %) (b) Calculation (φ01 = 0 %)
Fig. 8.4 Comparison between experimental and calculated flow fields (R = 200 mm, Dry air)
(a) Experiment (φ01 = 50 %) (b) Calculation (φ01 = 50 %)
Fig. 8.5 Comparison between experimental and calculated flow fields (R = 200 mm, Moist air)
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Fig. 8.6 Distributions of static pressure (R = 100 mm)
Fig. 8.7 Distributions of static pressure (R = 200 mm)
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(a) Dry air (φ01 = 0 %)
(b) Homogeneous condensation
(nhet,01 = 0 m
−3)
(d) nhet,01 = 5.0× 1012 m−3
(c) nhet,01 = 1.0× 1011 m−3
(e) nhet,01 = 1.0× 1014 m−3
Fig. 8.8 Contour maps of Mach number (R = 200 mm)
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(a) Homogeneous condensation
(nhet,01 = 0 m
−3)
(c) nhet,01 = 5.0× 1012 m−3
(b) nhet,01 = 1.0× 1011 m−3
(d) nhet,01 = 1.0× 1014 m−3
Fig. 8.9 Contour maps of condensate mass fraction (R = 200 mm)
Fig. 8.10 Static pressure distributions (R = 200 mm)
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(a) Homogeneous condensation
(nhet,01 = 0 m
−3)
(c) nhet,01 = 5.0× 1012 m−3
(b) nhet,01 = 1.0× 1011 m−3
(d) nhet,01 = 1.0× 1014 m−3
Fig. 8.11 Distributions of condensation properties (R = 200 mm)
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Fig. 8.12 Separation region (R = 200 mm)
Fig. 8.13 Distributions of displacement thickness (R = 200 mm)
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Fig. 8.14 Distributions of total pressure loss (R = 200 mm, x/L = 0.60)
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(a) t = 0/f s
(b) t = 0.167/f s
(c) t = 0.333/f s
(d) t = 0.500/f s
(e) t = 0.667/f s
(f) t = 0.833/f s
Fig. 8.15 Contour maps of Mach number (φ01 = 0 %, R = 100 mm)
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(a) Homogeneous condensation
(nhet,01 = 0 m
−3)
(c) nhet,01 = 5.0× 1012 m−3
(b) nhet,01 = 1.0× 1011 m−3
(d) nhet,01 = 1.0× 1014 m−3
Fig. 8.16 Contour maps of Mach number (R = 100 mm)
(a) Homogeneous condensation
(nhet,01 = 0 m
−3)
(c) nhet,01 = 5.0× 1012 m−3
(b) nhet,01 = 1.0× 1011 m−3
(d) nhet,01 = 1.0× 1014 m−3
Fig. 8.17 Contour maps of condensate mass fraction (R = 100 mm)
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(a) Homogeneous condensation
(nhet,01 = 0 m
−3)
(c) nhet,01 = 5.0× 1012 m−3
(b) nhet,01 = 1.0× 1011 m−3
(d) nhet,01 = 1.0× 1014 m−3
Fig. 8.18 Distributions of condensation properties (R = 100 mm)
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Fig. 8.19 Separation region (R = 100 mm)
Fig. 8.20 Distributions of displacement thickness (R = 100 mm)
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Fig. 8.21 Distributions of total pressure loss (R = 100 mm, x/L = 0.60)
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第9章 結　論
湿り空気を用いた均一，および非均一凝縮に関して，衝撃波管内を伝ぱする非定常膨張波によって誘
起される流れ，先細末広円弧ノズルを有する下流膜方式ルトビーク管内流れ，および定常と非定常の
衝撃波を伴う遷音速バンプ流れを対象とした数値解析を行った．本研究で得られた主な結果を要約す
ると，以下のとおりである．
(1) 衝撃波管内流れについて
1. 非均一凝縮が生ずる場合の圧力の過渡的変化と液相の質量比や凝縮核との関係を調べ，均一凝縮
が生ずる場合との違いを明らかにした．
2. 管内で非均一凝縮が生ずる場合，破膜直後に隔膜近傍において生ずる凝縮は均一凝縮の影響が支
配的であるが，時間の経過とともに非定常膨張波内で生ずる凝縮は非均一凝縮の影響が支配的に
なる．
3. 非定常膨張波内で非均一凝縮が生ずる場合の過飽和度は，高圧室の固体微粒子の初期数密度の増
加に伴い小さくなる．
4. 管内で非均一凝縮が生ずる場合，高圧室における初期相対湿度や固体微粒子の初期数密度の増加
に伴い，非定常膨張波背後の圧力は増加し，低圧室側へ伝播する衝撃波のマッハ数は増加する．
(2) 先細末広円弧ノズルを有する下流膜方式ルトビーク管内流れについて
1. 管内で均一凝縮が生ずる場合，ノズル入口より上流側における凝縮核と液相の発生の有無および
圧力変動の有無の観点から，管内で生ずる凝縮を伴う流れ場は 3つに分類できる．
2. ノズル入口より上流側で均一凝縮，および非均一凝縮が生じない場合，高圧室の初期状態におけ
る相対湿度の僅かな変化が全圧損失に大きな影響を与える．
3. 管内で非均一凝縮が生じず，ノズル入口より上流側で均一凝縮が生ずる場合，全圧損失はノズル
スロート高さの増加とともに小さくなる．
4. 管内で非均一凝縮が生じず，ノズル内で均一凝縮による流れ場の周期的な振動が生ずる場合，ノ
ズル入口より上流側で非均一凝縮を生じさせることで，流れ場の振動の発生を完全に抑制するこ
とができる．
5. ノズル入口より上流側で凝縮が生ずる場合，均一，および非均一凝縮の違いに関わらず，ノズル
入口より上流側から始動衝撃波までの圧力や液相の質量比などの分布はほぼ同様となる．
6. 高圧室の初期相対湿度の増加に伴い，始動衝撃波の上流における流れの全圧損失は増加し，均一
や非均一の凝縮に関わらず一定の値に漸近する．
7. 非均一凝縮が生ずる場合の流れの全圧損失は，均一凝縮が生ずる場合よりも小さくなる．
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(3) 遷音速バンプ流れについて
1. 流れ場で均一凝縮が生ずると，バンプモデル上の定常な衝撃波の強さは凝縮が生じない場合と比
較して弱くなり，衝撃波と境界層の干渉による流れのはく離領域は小さくなる．また，非均一凝
縮が生ずる場合には，固体微粒子の初期数密度の増加に伴い衝撃波はさらに弱くなり，流れのは
く離領域も小さくなる．
2. 非定常な衝撃波の発生により流れ場が周期的に振動する場合，均一や非均一凝縮の違いに関わら
ず，振動を抑制することができる．
3. 均一凝縮が生ずる場合のバンプモデル下流側における流れの全圧損失は，凝縮が生じない場合と
比較して小さくなる．
4. バンプモデル下流側における流れの全圧損失は，固体微粒子の初期数密度に強く依存し，流れ場
の全圧損失を最小にする初期数密度の適正な値が存在する．
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